
1 ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η

1 Εισαγωγή

Κοσµολογία ονοµάζεται η επιστήµη η οποία µελετά το Σύµπαν ως ενιαίο
σύνολο, χρησιµοποιώντας την ακόλουθη ϐασική σχέση:

Πείραµα + Θεωρία→ Νόµος

Η κυρίαρχη δύναµη που σχετίζεται µε την Κοσµολογία είναι η ϐαρύτητα. Η
ϐαρύτητα είναι παγκόσµια δύναµη - η ίδια δύναµη δρα ανάµεσα στη Γη και
τον ΄Ηλιο, στη Γη και τη Σελήνη, µεταξύ γαλαξιών αλλά και σε όλο το Σύµπαν.

Η Κοσµολογία στηρίζεται σε µερικές ϐασικές αρχές :

• Γενική Αρχή Σχετικότητας : Οι νόµοι της ϕύσης παραµένουν οι ίδιοι ως
προς όλα τα συστήµατα αναφοράς τα οποία επικοινωνούν µεταξύ τους
µε µετρικές σχέσεις.

• Κοσµολογική Αρχή: Το Σύµπαν σε µεγάλες κλίµακες είναι οµογενές
και ισότροπο. Σε τοπικό επίπεδο ωστόσο το Σύµπαν εµφανίζει ανοµοιο-
γένεια.

• Ολογραφική Αρχή: Η περιγραφή ενός ϕυσικού συστήµατος µέσα σε
έναν όγκο µπορεί να γίνει µε νόµους οι οποίοι αναπτύσσονται στο σύνο-
ϱο της επιφάνειας.

• Θεωρία της Μεγάλης ΄Εκρηξης : Το Σύµπαν δηµιουργήθηκε από τη
Μεγάλη ΄Εκρηξη (Big Bang) και στη συνέχεια άρχισε να διαστέλλεται.

Σύµφωνα µε τη ϑεωρία της Μεγάλης ΄Εκρηξης, το Σύµπαν ξεκινά από µια
υπέρπυκνη και υπέρθερµη κατάσταση (σχήµα 1). Η αιτία που δηµιουργήθη-
κε αυτή η έκρηξη είναι ακόµη άγνωστη και πιθανολογείται ότι η απάντηση
ϐρίσκεται σε µία ενοποιηµένη ϑεωρία κβαντικής ϐαρύτητας. Μετά την έκρη-
ξη το Σύµπαν άρχισε να διαστέλλεται διαρκώς αλλά όχι γραµµικά. Κατά την
περίοδο του πληθωρισµού (ϐλ. κεφ. 11) το µέγεθος του Σύµπαντος αυξάνεται
µε ϱαγδαίο ϱυθµό. Ακολουθεί µια περίοδος κυριαρχίας της ακτινοβολίας κα-
τά την οποία το Σύµπαν διαστέλλεται πιο αργά ( 380000 έτη µετά τη Μεγάλη
΄Εκρηξη).

Στη συνέχεια το Σύµπαν περνά στην περίοδο κυριαρχίας της ύλης, κατά
την οποία δηµιουργούνται όλες οι κοσµικές δοµές που παρατηρούνται σήµε-
ϱα: γαλαξίες, σµήνη και υπερσµήνη γαλαξιών. Η περίοδος αυτή διαρκεί
περίπου 7 δις έτη. Από παρατηρήσεις γνωρίζουµε πως η ηλικία του Σύµπα-
ντος (µετρούµενη από τη Μεγάλη ΄Εκρηξη) είναι περίπου 14 δις έτη.

Ποια είναι όµως σήµερα τα συστατικά του Σύµπαντος ; Στο σχήµα 2 εµ-
ϕανίζονται σχηµατικά. ΄Ενα πολύ µικρό ποσοστό αντιστοιχεί στην ακτινοβολία
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Σχήµα 1: Η εξέλιξη του Σύµπαντος µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη. Εικόνα από NASA/W-
MAP team.

Σχήµα 2: Τα συστατικά του Σύµπαντος στις µετρούµενες αναλογίες. Η πλειοψη-
ϕία απαρτίζεται από τη σκοτεινή ενέργεια και µόλις το 4% αντιστοιχεί στην ύλη
που ϐλέπουµε. Η ακτινοβολία (λχ. ακτινοβολία υποβάθρου) αντιστοιχεί σε ακόµα
µικρότερο ποσοστό.

(ϕωτόνια), το οποίο είναι της τάξης του 10−5 της ολικής πυκνότητας. Η ϕω-
τεινή ύλη (ή ϐαρυονική ύλη, που εκπέµπει στο ηλεκτροµαγνητικό ϕάσµα)
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αποτελεί µόλις το 4% των συστατικών του Σύµπαντος, δηλαδή ρb
ρtot

= 0.04. Ως
σκοτεινή ύλη (∼ 26%) ονοµάζεται η ύλη που δεν εκπέµπει Η/Μ ακτινο-
ϐολία, υπακούει ωστόσο στη Νευτώνια ϐαρύτητα και τη Γενική Θεωρία της
Σχετικότητας (ΓΘΣ) όπως και η ϕωτεινή ύλη.

Τέλος, το µεγαλύτερο ποσοστό του Σύµπαντος αποτελείται από τη σκο-
τεινή ενέργεια η οποία δεν ακτινοβολεί και δεν υπακούει στους νόµους του
Νεύτωνα. Η σκοτεινή ενέργεια ευθύνεται για την επιταχυνόµενη διαστολή που
παρατηρείται στο Σύµπαν και το 2011 αποδόθηκε το ϐραβείο Nobel Φυσικής
στους S. Perlmutter, B. Schmidt, A. Riess για την ανακάλυψή της.
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2 Κοσµική ∆υναµική - Νευτώνια Κοσµολογία

Η µελέτη της δυναµικής του Σύµπαντος γίνεται µε τη ϐοήθεια του πα-
ϱάγοντα κλίµακας (scale factor) a(t). ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 3, το υ-
πόθεµα m, αν και σταθερό στο πλέγµα συµµετακινούµενων συντεταγµένων
(ϐλ. κεφάλαιο 4.5), αποµακρύνεται από την αρχή των αξόνων 0 εξαιτίας της
διαστολής του Σύµπαντος. Η αποµάκρυνση αυτή υπαγορεύεται από τον πα-
ϱάγοντα διαστολής.

Σχήµα 3: Ο παράγοντας διαστολής περιγράφει τη χρονική εξέλιξη της απόστασης
δύο αντικειµένων λόγω της διαστολής του Σύµπαντος. Στο σχήµα ϕαίνεται η απο-
µάκρυνση του υποθέµατος m από το κέντρο 0 που έχει οριστεί ως αρχή του άξονα.

Μελετώντας τη δυναµική του υποθέµατος m σε νευτώνια προσέγγιση,
ξέρουµε ότι η συνολική ενέργεια E ϑα ισούται µε το άθροισµα κινητικής
T και δυναµικής U :

E = T + U

E =
1

2
mȧ2 − GmMtot

a

E =
1

2
mȧ2 − Gm

a

(
4

3
πρa3

)
E =

1

2
mȧ2 − 4

3
Gπmρa2

E

ma2
=

1

2

(
ȧ

a

)2

− 4

3
Gπρ(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

2E

ma2

Εισάγουµε το συµβολισµό H = ȧ
a
, όπου H είναι ο παράγοντας Hubble, που

καθορίζει το ϱυθµό µεταβολής της ταχύτητας διαστολής του Σύµπαντος, κα-
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ϑώς και τη χωρική καµπυλότητα της µετρικής του χωρόχρονου (ϐλ. κεφάλαιο
3.2) ως K = − 2E

ma2 . Με το νέο συµβολισµό η ανωτέρω εξίσωση γράφεται :

H2 =
8πG

3
ρ− K

a2
. (1)

Αυτή είναι γνωστή και ως η πρώτη εξίσωση Friedmann και προκύπτει τόσο α-
πό τη Νευτώνια προσέγγιση αλλά και από τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας
(ϐλ. κεφ. 3). Θεωρούµε πως οι µεταβολές που λαµβάνουν χώρα είναι αδια-
ϐατικές, δηλαδή το σύστηµα δεν ανταλάσσει ϑερµότητα µε το περιβάλλον :
dQ = 0. Εποµένως, από τον πρώτο ϑερµοδυναµικό νόµο:

dE + PdV = dQ

c2dM + PdV = 0

c2d

(
4π

3
ρa3

)
+ Pd

(
4π

3
a3

)
= 0

c2d(ρa3) + Pd(a3) = 0

c2d(ρa3)

dt
+ P

d(a3)

dt
= 0

c2ρ̇a3 + 3c2ρa2ȧ+ 3a2P ȧ = 0

ρ̇+ 3
ȧ

a

(
ρ+

P

c2

)
= 0

όπου έχουµε εισάγει τον συµβολισµό ẋ = dx
dt
. Η παραπάνω σχέση µε τη

ϐοήθεια του παράγοντα Hubble γράφεται :

ρ̇+ 3H

(
ρ+

P

c2

)
= 0, (2)

η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση συνέχειας (mass conservation), και δείχνει
την εξέλιξη της πυκνότητας των κοσµικών ϱευστών.

Παραγωγίζοντας την εξίσωση (1) ως προς τον κοσµικό χρόνο έχουµε:

2ȧä = 2
8πG

3
ρaȧ+

8πG

3
a2ρ̇

2ȧä =
8πG

3

[
2ρaȧ− 3a2H

(
ρ+

P

c2

)]
.

Στο σηµείο αυτό υιοθετούµε το ϕυσικό σύστηµα µονάδων µε c = 1 οπότε η
παραπάνω σχέση γίνεται :
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2ȧä =
8πG

3

[
2ρaȧ− 3a2H(ρ+ P )

]
ä =

4πG

3
[2ρa− 3a(ρ+ P )] ,

που οδηγεί στη δεύτερη εξίσωση Friedmann:

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) (3)

η οποία δίνει την επιτάχυνση της διαστολής του Σύµπαντος.
Παρατηρήσεις:

• Οι εξισώσες (1), (2), (3), περιγράφουν όλη τη δυναµική του Σύµπαντος
και προκύπτουν και από τη Γενική Θεωρία της σχετικότητας (ϐλ. κεφ.
3), ωστόσο δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους.

• Η διαστολή του Σύµπαντος πειραµατικά έχει ϐρεθεί ότι είναι επιταχυ-
νόµενη. Από τη ϕαινοµενολογία του προβλήµατος, προσπαθούµε να
καταλάβουµε τι είδους ϱευστό προκαλεί την επιτάχυση.

Ο στόχος της κοσολογίας είναι η εύρεση των ποσοτήτων a(t), ρ(t), και
P (t). Η διαδικασία αυτή απαιτεί κάποιες υποθέσεις :

1. Στο σχήµα 2, η συνεισφορά της ακτινοβολίας είναι αµεληταία ώστε να
εµφανιστεί στο γράφηµα. Ωστόσο υπήρξε εποχή (εποχή κυριαρχίας της
ακτινοβολίας - radiation domination era), κατά την οποία η συνεισφορά
της ήταν κυρίαρχη και η εξέλιξη διεπόταν από αυτή. Η ακτινοβολία
λαµβάνεται υπόψιν µόνο στην περίοδο του πρώιµου Σύµπαντος (early
Universe), και ϑεωρείται αµεληταία σε µετέπειτα χρόνους.

2. Τα κοσµικά ϱευστά που µελετάµε είναι πολύ αραιά και συµπεριφέρο-
νται ως ιδανικά. Τα ϱευστά αυτά υπακούουν µια ϐαροτροπική (κατα-
στατική) εξίσωση της µορφής: Pi ∝ ρi, όπου ο δείκτης i αναφέρεται στα
διάφορα ϱευστά που απαρτίζουν το Σύµπαν.

Συγκεκριµένα ϑεωρούµε τη συνολική πυκνότητα ως το άθροισµα:

ρtot = ρ = ρm + ρr + ρDE (4)

όπου ρm = ρb+ρDM η συνολική πυκνότητα της ύλης (ϐαρυονικής i = b,
και σκοτεινής i = DM ), ρr αντιστοιχεί στην ακτινοβολία και ρDE στη
σκοτεινή ενέργεια.
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Από την άλλη η πίεση γράφεται ως :

Ptot = P = Pm + Pr + PDE (5)

Από την εξίσωση (2) έχουµε:

d(ρm + ρr + ρDE)

dt
+ 3H(ρm + ρr + ρDE + Pm + Pr + PDE) = 0

οπότε :

ρ̇m+3H(ρm+Pm)+ ρ̇r+3H(ρr+Pr)+ ρ̇DE +3H(ρDE +PDE) = 0. (6)

3. Τα ϱευστά δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Η υπόθεση αυτή µας ε-
πιτρέπει να αποσυζεύξουµε την εξίσωση (6) στα επιµέρους στοιχεία ως
εξής :

• ΄Υλη:
ρ̇m + 3H(ρm + Pm) = 0 (7)

• Ακτινοβολία :
ρ̇r + 3H(ρr + Pr) = 0 (8)

• Σκοτεινή Ενέργεια :

ρ̇DE + 3H(ρDE + PDE) = 0 (9)

Οι τρεις παραπάνω εξισώσεις δείχνουν την εξέλιξη της πυκνότητας των
ϱευστών του Σύµπαντος στο χρόνο.
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3 Εισαγωγή στη Γενική Θεωρία της Σχετικότη-
τας

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε τις ϐασικές αρχές της Γενικής
Θεωρίας της Σχετικότητας (ΓΘΣ) και το απαραίτητο µαθηµατικό υπόβαθρο.

3.1 Τανυστές

Στη ΓΘΣ συναντάται συχνά η έννοια του τανυστή, ο οποίος µπορεί να
ϑεωρηθεί ως ένα γενικευµένο διάνυσµα. ΄Εστω ένα διάνυσµα #»x µε συνιστώσες
xi. Θεωρούµε µετασχηµατισµό του #»x στο #»x ′:

#»x → #»x ′ : x′i = x′i(xi) (10)

Τα συνήθη διανύσµατα είναι τανυστές πρώτης τάξης. ΄Ενας τανυστής είναι
ανταλλοίωτος (contravariant) όταν η σχέση µετασχηµατισµού που υπακούν
οι συνιστώσες του είναι της µορφής:

A′β =
N∑
α=0

∂x′β

∂xα
Aα =

∂x′β

∂xα
Aα (11)

Στο δεξί µέλος της παραπάνω εξίσωσης έχουµε χρησιµοποιήσει µια ϐολική
σύµβαση, συγκεκριµένα τη σύµβαση άθροισης του Einstein, σύµφωνα µε την
οποία όταν ένας δείκτης επαναλαµβάνεται, τότε υπονοούµε άθροιση πάνω σε
όλα τα στοιχεία του:

a0x
0 + a1x

1 + ...+ aNx
N =

N∑
i=0

aix
i = aix

i (12)

Ως παράδειγµα ανταλλοίωτου τανυστή δίνεται το διαφορικό, το οποίο υπακο-
ύει στον κανόνα (11):

dx′α =
∂x′α

∂xβ
dxβ (13)

Αντίθετα, ένας τανυστής λέγεται συναλλοίωτος (covariant) όταν οι συνιστώσες
του µετασχηµατίζονται ως :

A′α =
∂xβ

∂x′α
Aβ (14)

΄Ενα παράδειγµα συναλλοίωτου τανυστή µπορεί να ϑεωρηθεί η απλή παράγω-
γος, η οποία υπακούει τον κανόνα:
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3.1 Τανυστές

∂φ

∂x′α
=

∂φ

∂xβ
∂xβ

∂x′α

΄Ενας τανυστής δεν περιορίζεται υποχρεωτικά στη µηδενική (ϐαθµωτό
µέγεθος) και πρώτη τάξη (διάνυσµα), αλλά µπορεί να είναι αυθαίρετα µε-
γάλης τάξης. Ιδιαίτερης σηµασίας στην κοσµολογία είναι οι τανυστές δεύτε-
ϱης τάξης.

΄Ενας τανυστής δεύτερης τάξης µετασχηµατίζεται µε αντίστοιχο τρόπο:

A′αβ =
∂x′α

∂xγ
∂x′β

∂xδ
Aγδ (15)

A′αβ =
∂xγ

∂x′α
∂xδ

∂x′β
Aγδ (16)

Ωστόσο οι τανυστές δεύτερης τάξης µπορεί να είναι και µεικτοί, δηλαδή
κάποιες συνιστώσες να µετασχήµατίζονται συναλλοίωτα και άλλες ανταλλο-
ίωτα :

A′αβ =
∂x′α

∂xγ
∂xδ

∂x′β
Aγδ (17)

΄Ενας τανυστής δεύτερης τάξης µπορεί να παρασταθεί µε τη ϐοήθεια ενός

πίνακα και να συµβολιστεί ως
(

2
0

)
ή
(

0
2

)
για ανταλλοίωτο και συναλλοίωτο

τανυστή αντίστοιχα, ενώ ο µεικτός συµβολίζεται ως
(

1
1

)
.

Το εσωτερικό γινόµενο ενός ανταλλοίωτου διανύσµατος µε ένα συναλλο-
ίωτο είναι αναλλοίωτο µέγεθος, δηλαδή δεν επηρεάζεται από µετασχηµατι-
σµούς :

A′αA′α =
∂x′α

∂xβ
Aβ

∂xγ

∂x′α
Aγ =

∂xγ

∂xβ
AβAγ = δβγA

βAγ = AβAβ

όπου δβγ είναι το δέλτα του Kronecker, δβγ =

{
1, β = γ

0, β 6= γ

΄Ενας ϐασικός τανυστής στην κοσµολογία είναι ο µετρικός τανυστής gµν,
ο οποίος ορίζεται µέσω του στοιχειώδους µήκους ds2. Το στοιχειώδες µήκος
είναι αναλλοίωτο µέγεθος, δεν εξαρτάται δηλαδή από το εκάστοτε σύστηµα
συντεταγµένων.

ds2 = g′αβdx
′αdx′β = gµνdx

µdxν (18)
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Ο µετρικός τανυστής είναι συµµετρικός, δηλαδή gµν = gνµ, και στη συναλ-
λοίωτη µορφή του µετασχηµατίζεται ως :

g′αβ =
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
gµν . (19)

Μπορούµε να παραστήσουµε το µετρικό τανυστή µε µορφή πίνακα:

gµν


g00 g01 · · · g0N

g10 g11 · · · g1N
...

... . . . ...
gN0 gN1 · · · gNN

 (20)

ο οποίος είναι ένας πίνακας (N + 1) × (N + 1). Η ελάσσονα ορίζουσα του
πίνακα gµν δίνεται από τη σχέση Gij = (−1)i+jDij όπου Dij είναι η ορίζουσα
του πίνακα gµν όταν αφαιρεθεί η γραµµή i και η στήλη j.

Ο µετρικός τανυστής συναντάται και σε ανταλλοίωτη µορφή:

gµν =
Gµν

det(gµν)
. (21)

΄Οταν ο χώρος υπό µελέτη είναι ισοτροπικός τότε ο µετρικός τανυστής είναι
διαγώνιος : gij = 0, ∀i 6= j. Στην περίπτωση αυτή, η ορίζουσα Dij ϑα είναι :

Dij = Diiδij = g00g11 · · · g(i−1)(j−1)g(i+1)(j+1)gNNδij

και άρα ο ανταλλοίωτος όρος ϑα είναι :

gii =
(−1)2ig00g11 · · · g(i−1)(i−1)g(i+1)(i+1)gNN

g00g11 · · · gNN
=

1

gii
(22)

Ο µετρικός τανυστής µας επιτρέπει να µετατρέπουµε συναλλοίωτες συνι-
στώσες σε ανταλλοίωτες και αντίστροφα µέσω της σχέσης :

Aα = gαβAβ (23)

Aα = gαβA
β (24)

Οι επαναλαµβανόµενοι δείκτες, όπως αναφέρθηκε στην αρχή του κεφαλαίου,
υποδηλώνουν άθροισµα και ονοµάζονται ϐουβοί δείκτες. Τέλος, ο στοιχει-
ώδης όγκος επιφάνειας ορίζεται ως :

dVN+1 =
√
|det(gij)|dx0dx1 · · · dxN (25)
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3 ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η ΣΤΗ ΓΕΝΙΚ΄Η ΘΕΩΡ΄ΙΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚ΄ΟΤΗΤΑΣ
3.1 Τανυστές

Εφαρµογή: Να υπολογιστεί ο στοιχειώδης όγκος επιφάνειας σε ισοτρο-
πικό ευκλείδιο χώρο δύο διαστάσεων για καρτεσιανές και πολικές συντεταγ-
µένες.

Στις καρτεσιανές συντεταγµένες το στοιχειώδες µήκος δίνεται από τη σχέση
ds2

2D = dx2 + dy2 = d(x0)2 + d(x1)2

Ο µετρικός τανυστής είναι :

gij =

[
1 0
0 1

]
(26)

άρα det(gij) = 1.
Εποµένως dV2D =

√
|det(gij)|dx0dx1 = dx0dx1

Για τις πολικές συντεταγµένες ϑα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις µετασχη-
µατισµού:

x0 = r cos θ = x′0 cosx′1

x1 = r sin θ = x′0 sinx′1

g′00 = gij
∂xi

∂x′0
∂xj

∂x′0

g′00 = gii
∂xi

∂x′0
∂xi

∂x′0

g′00 = g00

(
∂x0

∂x′0

)2

+ g11

(
∂x1

∂x′0

)2

g′00 = cos2 θ + sin2 θ

g′00 = 1

Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία για το στοιχείο g11 και ϐρίσκουµε:

g′11 = g00

(
∂x0

∂x′1

)2

+ g11

(
∂x1

∂x′1

)2

g′11 = r2(sin2 θ cos2 θ)

g′11 = r2

∆ηλαδή gij =

[
1 0
0 (x′0)2

]
και άρα det(g′ij) = (x′0)2, εποµένως ο στοιχειώδης όγκος επιφάνειας ϑα

είναι :
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3.2 Βασικές Μετρικές - Μετρική Friedmann Robertson Walker (FRW)
3 ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η ΣΤΗ ΓΕΝΙΚ΄Η ΘΕΩΡ΄ΙΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚ΄ΟΤΗΤΑΣ

dV ′2D =
√
|det(g′ij)|dx′0dx1 = x′0dx′0dx′1

΄Ενα πρόβληµα που προκύπτει στην τανυστική ανάλυση είναι ο τελεστής
της παραγώγου. Η παράγωγος ενός ϐαθµωτού µεγέθους παράγει όπως ανα-
ϕέραµε ένα συναλλοίωτο τανυστή πρώτης τάξης που υπακούει τους συνήθεις
µετασχηµατισµούς. Αυτό ωστόσο δεν ισχύει σε τανυστές ανώτερης τάξης,
καθώς ο µετασχηµατισµός τους από ένα σύστηµα συντεταγµένων σε άλλο
δεν υπακούει κάποια από τις σχέσεις (11) ή (14). ΄Ετσι, αντί της συνήθους
παραγώγου, ορίζεται η συναλλοίωτη παράγωγος (ονοµατολογία ανεξάρτη-
τη από το συναλλοίωτο τανυστή). Η συναλλοίωτη παράγωγος ταυτίζεται µε
την κανονική µόνο στην περίπτωση τον ϐαθµωτών µεγεθών, και διατηρεί την
παραλληλία των διανυσµάτων, ενώ παράλληλα παράγει έναν τανυστή τάξης
κατά µία ανώτερης του αρχικού.

Μερικές ιδιότητες της συναλλοίωτης παραγώγου είναι οι εξής :

• Για ϐαθµωτά µεγέθη: α;µ = α,µ = ∂α
∂xµ

• Για ανταλλοίωτους τανυστές : Aλ;µ = Aλ,µ + ΓλµνA
ν

• Για συναλλοίωτους τανυστές : Aλ;µ = Aλ,µ − ΓνµλAλ

• Η συναλλοίωτη παράγωγος του µετρικού τανυστή είναι 0.

όπου ως Aλ;µ συµβολίζεται η συναλλοίωτη παράγωγος ενώ ως Aλ.µ η συνήθης
παράγωγος.

Αυτοί οι κανόνες γενικεύονται στην περίπτωση ανώτερης τάξης τανυστή.
Οι ποσότητες Γλµν που εµφανίζονται ονοµάζονται σύµβολα Christoffel και υ-
πολογίζονται από τη µετρική µέσω της σχέσης :

Γλµν =
1

2
gαλ(gαν,µ + gµα,ν − gµν,α). (27)

3.2 Βασικές Μετρικές - Μετρική Friedmann Robertson
Walker (FRW)

Μερικές ϐασικές µετρικές και οι αντίστοιχες σχέσεις ελάχιστου µήκους
συνοψίζονται παρακάτω:

1. ∆ισδιάστατος ευκλείδειος χώρος :

ds2
2D = dx2 + dy2 = dr2 + r2dθ2

12



3 ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η ΣΤΗ ΓΕΝΙΚ΄Η ΘΕΩΡ΄ΙΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚ΄ΟΤΗΤΑΣ
3.2 Βασικές Μετρικές - Μετρική Friedmann Robertson Walker (FRW)

2. Τρισδιάστατος ευκλείδιος χώρος :

ds2
3D = dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

3. Χώρος Minkowski (χωρόχρονος Minkowski): Παρόλο που η Νευτώνια
ϕυσική περιγράφεται πλήρως στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο, η σχε-
τικότητα λαµβάνει χώρο σε τετραδιάστατο χώρο.

Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί ο χωρόχρονος Minkowski της
ειδικής ϑεωρίας της σχετικότητας :

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = −c2dt2 + ds2
3D

4. Η Μετρική Μετρική Friedmann Robertson Walker (FRW).

Η σχέση ελάχιστου µήκους για τη µετρική αυτή σε πολικές συντεταγµένες
γράφεται ως :

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
(28)

όπου K είναι η χωρική καµπυλότητα.
Ορίζουµε το σύµµορφο χρόνο (conformal time)

η =

∫ t

0

dt′

a(t′)
(29)

Με τη ϐοήθεια του οποίου η µετρική γίνεται :

ds2 = a2(η)

[
−c2dη2 +

dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
(30)

Επιστρέφοντας στον κοσµικό χρόνο t, τα στοιχεία της µετρικής είναι1:

gµν = diag
(
−c2,

a2(t)

1−Kr2
, a2(t)r2, a2(t)r2 sin2 θ

)
1Χρησιµοποιούµε επίσης το σύστηµα µονάδων όπου c ≡ 1, οπότε συχνά η µετρική εµφα-

νίζεται µε τη µορφή

gµνdiag
(
−1, a2(t)

1−Kr2
, a2(t)r2, a2(t)r2 sin2 θ

)

13



3.2 Βασικές Μετρικές - Μετρική Friedmann Robertson Walker (FRW)
3 ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η ΣΤΗ ΓΕΝΙΚ΄Η ΘΕΩΡ΄ΙΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚ΄ΟΤΗΤΑΣ

Ας αναφέρουµε τώρα µερικές γεωµετρικές ιδιότητες της µετρικής FRW.
Η σχέση ελαχίστου µήκους µπορεί να αναλυθεί στο χρονικό και το χωρικό
κοµµάτι ως εξής :

ds2 = −c2dt2 + dl2 (31)

όπου η ποσότητα dl2 περιλαµβάνει τη χωρική διαστολή:

dl2 = a2(t)

[
1

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
(32)

Εξετάζουµε τη συµπεριφορά της µετρικής για τρεις περιπτώσεις :

• Επίπεδος (Ευκλείδειος) χώρος (flat space), K = 0:

Για λόγους συνέπειας µε τα επόµενα, χρησιµοποιούµε τη µεταβλητή
r = χ και η σχέση (32) γίνεται :

dl2 = a2(t)[dχ2 + χ2(dθ2 + sin2 θdφ2)] (33)

Το στοιχείο επιφάνειας για σταθερό χ δίνεται από τη σχέση:

dSf = a2(t)χ2 sin θdθdφ (34)

οπότε η επιφάνεια σφαίρας ακτίνας χ ϑα είναι :

Sf = 4πa2χ2 (35)

ενώ ο στοιχειώδης όγκος :

dVf = a3(t)χ2 sin θdχdθdφ (36)

µε αντίστοιχο όγκο σφαίρας ακτίνας χ:

Vf =
4π

3
a3(t)χ3 (37)

• Κλειστός χώρος πεπερασµένου όγκου (Υπερσφαίρα - closed space):

σε αντιστοιχία µε τον επίπεδο χώρο, ορίζουµε τώρα τη µεταβλητή r =
sinχ ώστε η σχέση (32) να µετατρέπεται σε :

dl2 = a2(t)
[
dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
(38)

ενώ οι αντίστοιχες σχέσεις για το στοιχείο επιφάνειας και όγκου:
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3.2 Βασικές Μετρικές - Μετρική Friedmann Robertson Walker (FRW)

dSc = a2 sin2 χ sin θdθdφ (39)
dVc = a3 sin2 χ sin θdχdθdφ (40)

Τα οποία όταν ολοκληρώνονται :

Sc = 4πa2 sin2 χ ≤ Sf (41)

Vc =
2π

3
a3

(
χ− sin(2χ)

2

)
(42)

Η επιφάνεια σφαίρας είναι µέγιστη για χ = π
2
όπου Sc,max = Sf = 4πa2

ενώ αντίθετα ο όγκος µεγιστοποιείται για χ = π δηλαδή Vc,max = 2π2a3.

• Ανοικτός (υπερβολικός - open) χώρος K = −1.

Ο ανοικτός χώρος µπορεί να είναι άπειρος όπως και ο όγκος του. Οι
σχέσεις που αναφέραµε για τις παραπάνω περιπτώσεις διαµορφώνονται
ως εξής :

Για r = sinhχ:

dl2 = a2(t)[dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)] (43)

dSo = a2(t) sinh2 χ sin θdθdφ (44)

dVo = a3(t) sinh2 χ sin θdχdθdφ (45)

So = 4πa2 sinh2 χ (46)

Vo = 2πa3

(
−χ+

sinh(2χ)

2

)
(47)

Γενικά ισχύει ότι Sc ≤ Sf ≤ So και Vc ≤ Vf ≤ Vo.

Το Σύµπαν από παρατηρήσεις ϕαίνεται να έχει χωρική καµπυλότητα
K = 0, είναι δηλαδή επίπεδο (ευκλείδειο) ως προς το χωρικό του µέρος,
εµβαπτισµένο ως προς το χωρόχρονο που είναι καµπύλο.
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3.3 Εξισώσεις πεδίου του Einstein
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3.3 Εξισώσεις πεδίου του Einstein

Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein συνδέουν τη γεωµετρία του χώρου µε τις
ϕυσικές του ιδιότητες. Το κοµµάτι της γεωµετρίας εισέρχεται στις εξισώσεις
ως µεγέθη παράγωγα από τη µετρική του χωρόχρονου, συγκεκριµένα τον
τανυστή Ricci καθώς και το ϐαθµωτό πεδίο Ricci, το οποίο σχετίζεται µε την
καµπυλότητα του χωρόχρονου. Εδώ αξίζει να σηµειωθεί πως η καµπυλότητα
K αφορά τη χωρική καµπυλότητα, η οποία εκφράζει τη γεωµετρία του χώρου
και δεν εξαρτάται από το χρόνο. Η χωρική καµπυλότητα µπορεί να πάρει
τιµές K = {−1, 0,+1} καθεµία από τις οποίες αναλύθηκε προηγουµένως. Η
χρονοεξαρτώµενη ποσότητα K4 = K4(t) = K4(H) η οποία είναι ϑετική. Ο
τανυστής Ricci ορίζεται µε τη χρήση των συµβόλων Christoffel (27):

Rµν = Γβµν,β − Γβµβ,ν + ΓβµνΓ
λ
βλ − ΓβµλΓ

λ
βν (48)

Το ϐαθµωτό πεδίο Ricci R ορίζεται ως : R = gµνRµν όπου γίνεται χρήση της
σύµβασης άθροισης του Einstein.

Το κοµµάτι των ϕυσικών ιδιοτήτων του χωρόχρονου περιγράφεται από τον
τανυστή ενέργειας ορµής Tµν. Για ένα ιδανικό ϱευστό, ο τανυστής ενέργειας
ορµής δίνεται από τη σχέση:

T µν = (ρ+ P )UµUν − Pgµν (49)

όπου Uµ = (1, 0, 0, 0) είναι το διάνυσµα της τετραταχύτητας του ϱευστού στο
αδρανειακό σύστηµα του ϱευστού.

Είµαστε πλέον σε ϑέση να γράψουµε τις εξισώσεις πεδίου του Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν (50)

Ας υπολογίσουµε τώρα τις συνιστώσες του τανυστή Ricci για τη µετρική FRW:

R00 = −3(H2 + Ḣ)

Ri0 = R0i = 0

Rij =

(
3H2 + Ḣ +

2K

a2

)
gij

Το ϐαθµωτό µέγεθος Ricci δίνεται από τη σχέση:

R = 6

(
2H2 + Ḣ +

K

a2

)
Οι αντίστοιχες συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορµής δίνονται από την

(49) και είναι T 0
0 = −ρ και 1

3
T ii = P .
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3.3 Εξισώσεις πεδίου του Einstein

Επιστρέφουµε τώρα στη σχέση (50):

Gµν = 8πGTµν

Ξεκινώντας από τη συνιστώσα {µν} = {00}, η σχέση γράφεται :

G00 = 8πGT00

R00 −
1

2
Rg00 = 8πGT00

−3(H2 + Ḣ) + 3

(
2H2 + Ḣ +

K

a2(t)

)
= 8πGρ

3H2 +
3K

a2(t)
= 8πGρ, δηλαδή

H2 =
8πG

3
ρ− K

a2(t)
(51)

καταλήγουµε δηλαδή στην εξίσωση (1), αυτή τη ϕορά χρησιµοποιώντας τη
Γενική Θεωρία της Σχετικότητας.

Για το χωρικό κοµµάτι των εξισώσεων, δηλαδή τους δείκτες {µν} = {ij}2,
από την εξίσωση (50) έχουµε:

Gij = 8πGTij

Rij −
1

2
Rgij = 8πGTij(

3H2 + Ḣ +
2K

a2

)
gij − 3

(
2H2 + Ḣ +

K

a2

)
gij = 8πGPgij

−3H2 − 2Ḣ − K

a2
= 8πGP

2(H2 + Ḣ) +

[
H2 +

K

a2

]
= 8πGP

2(H2 + Ḣ) +
8πG

3
ρ = 8πGP

H2 + Ḣ = −4πG

3
(ρ+ 3P ) (52)

ή διαφορετικά

2Οι ελληνικοί δείκτες χρησιµοποιούνται για να δηλώσουν τετραδιανύσµατα: {µ, ν} =
{0, 1, 2, 3}, ενώ οι λατινικοί για τα κλασικά τρισδιάστατα διανύσµατα: {i, j} = {1, 2, 3}
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ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) (53)

η οποία είναι η δεύτερη εξίσωση Friedmann (3), αλλά έχει εξαχθεί από τη
ΓΘΣ.

Ας επιστρέψουµε στην εξίσωση (51):

H2 =
8πG

3
ρ− K

a2

ȧ2 =
8πG

3
ρa2 −K

2ȧä =
8πG

3
(2aȧρ+ a2ρ̇)

ȧ

a

ä

a
=

4πG

3

(
2
ȧ

a
ρ+ ρ̇

)
Χρησιµοποιώντας αρχικά ȧ

a
= H αλλά και την εξίσωση (53), παίρνουµε:

H

[
−4πG

3
(ρ+ 3P )

]
=

4πG

3
(2Hρρ̇)

−H(ρ+ 3P ) = 2Hρρ̇

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0 (54)

Η εξίσωση συνέχειας στα πλαίσια της ΓΘΣ µπορεί να προκύψει και από τις
εξισώσεις πεδίου (50), µε την απαίτηση να µηδενίζεται η συναλλοίωτη πα-
ϱάγωγος του τανυστή ενέργειας ορµής: T µν;µ = 0.
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4 ΠΑΡΑΤΗΡΟ΄ΥΜΕΝΑ ΜΕΓ΄ΕΘΗ

4 Παρατηρούµενα Μεγέθη

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε παρατηρούµενα µεγέθη, τα οποία
αποτελούν τον ακρογωνιαίο λίθο της ϑεµελίωσης των ϑεωριών της κοσµολο-
γίας.

4.1 Ερυθροµετάθεση (redshift) z

Η ερυθροµετάθεση, όπως δηλώνει και το όνοµα της µεταβλητής, περι-
γράφει τη µετάθεση του ϕάσµατος προς το ερυθρό:

z =
λo − λe
λe

(55)

όπου λe,o είναι το µήκος κύµατος κατά την εκποµπή και παρατήρηση α-
ντίστοιχα. Η ερυθροµετάθεση, παρ΄ότι συνήθης ποσότητα στη µελέτη ϕα-
σµάτων, στην περίπτωση της κοσµολογίας προκαλείται λόγω της αποµάκρυν-
σης αντικειµένων λόγω διαστολής του Σύµπαντος.

Θεωρούµε τη µετρική FRW (28). ΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή te εκπέµπε-
ται µια ϕωτεινή ακτίνα από πηγή στη ϑέση r = 0. Σε µεταγενέστερο χρόνο to
ϑα έχει ϕτάσει στη ϑέση r. Τα ϕωτόνια κινούνται στις λεγόµενες ϕωτοειδείς
γεωδαισιακές (null geodesics):

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
1

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
= 0 (56)

Θεωρούµε σφαιρική συµµετρία : dθ = dφ = 0, εποµένως έχουµε:

−c2dt2 +
a2(t)

1−Kr2
dr2 = 0∫ to

te

cdt

a(t)
=

∫ r

0

dr′√
1−Kr′2

= F (r) (57)

΄Εστω λοιπόν δεύτερη ϕωτεινή ακτίνα που εκπέµπεται σε χρόνο te + δte. Η
παρατήρησή της ϑα γίνει σε χρόνο to + δto.

F (r) =

∫ to+δto

te+δte

cdt

a(t)
(58)

Μεταξύ της εκποµπής και παρατήρησης, το Σύµπαν ϑα έχει διασταλεί. Η
ιδιοαπόσταση (proper distance) ϑα παραµείνει η ίδια :
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∫ to+δto

te+δte

cdt

a(t)
=

∫ to

te

cdt

a(t)∫ te

te+δte

cdt

a(t)
=

∫ to+δto

to

cdt

a(t)

Εάν τώρα ϑεωρήσουµε πως οι χρόνοι δto, δte είναι απειροστοί τότε µπορο-
ύµε να γράψουµε:

δto
a(to)

=
δte
a(te)

νoao = νea

a =
νo
νe
ao

a =
λe
λo
ao

a(z) =
ao

1 + z
(59)

Συνήθως κανονικοποιούµε τον παράγοντα κλίµακας σήµερα στη µονάδα:
ao = a(to) = 1 το οποίο δίνει τη σχέση για την ερυθροµετάθεση:

a(z) =
1

1 + z
(60)

4.2 Σταθερά του Hubble

Θεωρούµε σύστηµα αναφοράς σε διαστελλόµενο Σύµπαν στη ϑέσηO(0, 0),
και ένα αντικείµενο Κ στη ϑέση #»r . Το διάνυσµα ϑέσης µπορεί να γραφεί ως
#»r = a(t) #»x όπου το διάνυσµα #»x δεν επηρεάζεται από τη διαστολή του Σύµπα-
ντος αλλά µόνο τη σχετική ταχύτητα του αντικειµένου ως προς το σύστηµα
αναφοράς. Οι συντεταγµένες #»x λέγονται και συµµετακινούµενες συντεταγ-
µένες (comoving coordinates). Η ταχύτητα αποµάκρυνσης του αντικειµένου
Κ ϑα είναι :

#̇»r = ȧ #»x + a #̇»x
#̇»r = aH #»x + a #̇»x
#̇»r = H #»r + #»vp (61)
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όπου #»vp είναι η σχετική ταχύτητα του αντικειµένου ανεξαρτήτως διαστολής.
Σε τοπικό επίπεδο, η διαστολή ϑεωρείται αµεληταία, ωστόσο σε κοσµολογικό
επίπεδο ισχύει | #»vp| � H| #»r |. Για µεγάλες ερυθροµεταθέσεις, χρησιµοποι-
ώντας την τιµή H = H0 παίρνουµε

#̇»r ' H0| #»r | (62)

Μετρώντας λοιπόν την ταχύτητα αποµάκρυνσης πολύ µακρινών αντικειµένων,
σε συνδυασµό µε την απόστασή τους από τη ϑέση παρατήρησης, µπορο-
ύµε να υπολογίσουµε την τιµή της σταθεράς Hubble. Τα αποτελέσµατα από
το τηλεσκόπιο Hubble (Hubble Space Telescope HST) δίνει H0 = 73.48 ±
1.66km/s/Mpc. Αντίθετα, ο δορυφόρος του Planck δίνει H0 = 67.36 ±
0.54km/s/Mpc. Μέσω της σταθεράς του Hubble µπορούµε να ορίσουµε και
τις παρακάτω ποσότητες :

• Χρόνος Hubble

tH = H−1
0 ' 9.78

h
Gyr (63)

tH = 13.7− 13.9Gyr (64)

• Ακτίνα Hubble
DH =

c

H0

= 3000h−1Mpc (65)

Σχέσεις µεταξύ κοσµικών µεταβλητών

H =
ȧ

a
da

dt
= aH (66)

a =
1

1 + z
da

dt
= − 1

(1 + z)2

dz

dt
(67)

dz

dt
= −(1 + z)2da

dt
dz

dt
= −(1 + z)H(z) (68)

dt

dz
= − 1

(1 + z)H(z)
, ή (69)

dt

dz
= − 1

H0(1 + z)E(z)
(70)
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την κανονικοποιηµένη συνάρτηση HubbleE(z) =
H(z)
H0

.

4.3 ΄Ενδειξη απόστασης

Η ένδειξη απόστασης (distance modulus) χρησιµοποιείται παραδοσιακά
στην αστρονοµία. Είναι γνωστό πως µια πηγή ϕαίνεται αµυδρότερη καθώς
αποµακρύνεται από τον παρατηρητή. Η ένδειξη απόστασης ϐασίζεται στη
χρήση του ϕαινόµενου µεγέθους m, που ορίζεται µέσω της σχέσης Webber:

m = B log l + c (71)

όπου οι ποσότητες B και c είναι σταθερές, και l είναι η ϕωτεινότητα του αντι-
κειµένου. Το ανθρώπινο µάτι µπορεί να δει ϕαινόµενα µεγέθη 0 ≤ m ≤ 6,
όπου το µικρό µέγεθος αντιστοιχεί σε λαµπρό αστέρα και µεγάλο µέγεθος α-
ντιστοιχεί σε αµυδρό αστέρα. Ενδεικτικά, αναφέρουµε ότι οι τοπικοί γαλαξίες
έχουν ϕαινόµενα µεγέθη m ∼ 13− 14, και ο ΄Ηλιος m� = −27.

Για τον υπολογισµό των σταθερών B και c, συγκρίνουµε δύο αστέρες
γνωστών παραµέτρων. ΄Εχει παρατηρηθεί ότι ένας αστέρας µεγέθους m =
1 (λαµπρός) είναι στην πραγµατικότητα 100 ϕορές λαµπρότερος από έναν
αστέρα µεγέθους m = 6 (αµυδρός.)

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (71) έχουµε:

m1 = B log l1 + c

m2 = B log l2 + c

}
m2 −m1 = B(log l2 − log l1)

m2 −m1 = B log
l2
l1

6− 1 = B log
1

100
B = −2.5

κατά συνέπεια µπορούµε να γράψουµε τη σχέση:

m2 −m1 = −2.5 log
l2
l1

(72)

Ορίζουµε ως απόλυτο µέγεθος M , το ϕαινόµενο µέγεθος που ϑα είχε ένα
αντικείµενο εάν παρατηρούνταν από απόσταση d = 10pc. Ορίζουµε επίσης τη
λαµπρότητα του αντικειµένου L, µέσω της σχέσης l = F = L

4πd2 . Συνηθίζεται
να χρησιµοποιούνται µονάδες CGS, οπότε η λαµπρότητα µετριέται σε [L] =
erg · sec−1, ενώ η ϕωτεινότητα σε [l] = erg · sec−1cm−2. Σε σύγκριση µε τα
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προηγούµενα, το απόλυτο µέγεθος των τοπικών γαλαξιών είναι της τάξης του
M ∼ −22,−23, ενώ του Ηλίου είναι M� = 4.7.

Θεωρούµε δύο αστέρες ίδιας λαµπρότητας, αλλά σε αποστάσεις d1 και d2.
Η σχέση (72) γίνεται :

m2 −m1 = 2.5 log
l1
l2

m2 −m1 = 2.5 log

L
4πd2

1

L
4πd2

2

m2 −m1 = 5 log
d2

d1

(73)

Εάν ο αστέρας 2 ϐρίσκεται σε απόσταση 10pc τότε η παραπάνω σχέση
γράφεται :

m−M = −5 log

(
d

pc

)
+ 5 (74)

Στην κοσµολογία συνηθίζεται να µετράµε αποστάσεις (Mpc) σε µεγαλύτερη
κλίµακα και κατά συνέπεια η σχέση αυτή γράφεται :

m−M = −5 log

(
d

Mpc

)
+ 25 (75)

Η σχέση αυτή έχει κυρίαρχο ϱόλο στην Κοσµολογία. Χρησιµοποιείται εκτε-
νώς στη µελέτη δεδοµένων Supernova τύπου Ia. Ενδεικτικά, το νέφος του
Μαγγελάνου ϐρίσκεται σε απόσταση d = 0.05Mpc και άρα η ένδειξη απόστα-
σής του είναι m −M = 18.1. Αντίστοιχα, το σµήνος της Παρθένου είναι σε
απόσταση d = 15Mpc και έχει ένδειξη απόστασης m−M = 38.1.

4.4 Παράγοντας Επιβράδυνσης

Για να µελετήσουµε τη συµπεριφορά της διαστολής (συστολής) του Σύµπα-
ντος στο πρόσφατο παρελθόν και το κοντινό µέλλον, µπορούµε να αναπτύξου-
µε τον παράγοντα κλίµακας κατά Taylor γύρω από την τιµή t = t0.

΄Εχουµε:

a(t) = a(t0) + ȧ(t0) +
ä(t0)

2
(t− t0)2 + O((t− t0)3)

a(t)

a(t0)
= 1 +H0(t− t0)− q0H

2
0

(t− t0)2

2
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Ορίζουµε τον παράγοντα επιβράδυνσης ως :

q = − äa
ȧ2

(76)

ο οποίος για τη σηµερινή εποχή παίρνει τιµή q0 = − ä(t0)a(t0)
ȧ2(t0)

= − ä(t0)
ȧ2(t0)

. Είναι
λογικό πως ä > 0 τότε µιλάµε για επιταχυνόµενη διαστολή (q < 0), ενώ για
ä < 0 µιλάµε για επιβράδυνση (q > 0).

Από τη σχέση (76) γράφουµε:

q = −a
2

ȧ2

ä

a

q = − 1

H2
(H2 + Ḣ)

q = −

(
1 +

Ḣ

H2

)

q = −
(

1 +
dH

da

da

dt

)
q = −

(
1 +

dH

da

a

H

)
.

4.5 Κοσµικές αποστάσεις

Ονοµάζουµε συµµετακινούµενες τις συντεταγµένες οι οποίες παραµένουν
σταθερές κατά τη διαστολή του Σύµπαντος. Παρατηρητές σε σταθερές συµ-
µετακινούµενες συντεταγµένες, αντιλαµβάνονται το Σύµπαν ως οµογενές και
ισότροπο. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία του κεφαλαίου 4 για την τροχιά
των ϕωτονίων. ΄Οπως αναφέρθηκε, τα ϕωτόνια κινούνται σε ϕωτοειδείς γεω-
δαισιακές ds2 = 0, και εξετάζοντας µόνο το ακτινικό κοµµάτι της κίνησης,
ϑέτουµε dθ = dφ = 0. Εποµένως :

0 = −c2dt2 +
a2(t)

1−Kr2
dr2∫ r

0

dr′√
1−Kr′2

= c

∫ t0

t

dt′

a(t′)∫ r

0

dr′√
1−Kr′2

= c

∫ z

0

dz′

H(z′)∫ r

0

dr′√
1−Kr′2

=
c

H0

∫ z

0

dz′

E(z′)
(77)

∆ιαχωρίζουµε τις περιπτώσεις ανάλογα µε την καµπυλότητα:
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• K = 0: Το αριστερό ολοκλήρωµα απλοποιείται σε :

r(z) = dp =
c

H0

∫ z

0

dz′

E(z)
, (78)

όπου E(z) = H(z)
H0

η κανονικοποιηµένη συνάρτηση Hubble.

• K = +1 (κλειστά χωρία): Σε αυτήν την περίπτωση από τη σχέση (38)
έχουµε:

∫ r

0

dr′√
1− r2

=

∫ sinχ

0

dχ cosχ√
1− sin2 χ

Οπότε ϑέτοντας r = dp = sinχ

dp = sin
c

H0

∫ z

0

dz′

E(z)
. (79)

Ορίζουµε ως παράγοντα κλίµακας της καµπυλότητας την ποσότητα:

ΩK,0 = −Kc
2

H2
0

(80)

µε τη ϐοήθεια της οποίας γράφουµε:

dp =
c

H0

1√
|ΩK,0|

sin

[√
|ΩK,0|

∫ z

0

dz′

E(z′)

]
(81)

• K = −1 (ανοικτά χωρία): Με όµοια διαδικασία µε την ανωτέρω ϐρίσκου-
µε :

dp =
c

H0

1√
|ΩK,0|

sinh

[√
|ΩK,0|

∫ z

0

dz′

E(z′)

]
(82)

4.6 Απόσταση λαµπρότητας

Μία µέθοδος µέτρησης της απόστασης που υιοθετήθηκε από την αστρο-
νοµία, είναι η απόσταση λαµπρότητας dL. Η απόσταση λαµπρότητας ορίζεται
µέσω της σχέσης :

F =
L

4πd2
L

(83)
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Πώς σχετίζεται η απόσταση λαµπρότητας µε την ιδιοαπόσταση r; Σε ένα
διαστελλόµενο σύµπαν η απόσταση λαµπρότητας δεν ταυτίζεται µε την ιδιο-
απόσταση των αντικειµένων. Υποθέτουµε ότι η πηγή εκπέµπει δύο ϕωτόνια
µε χρονική διαφορά δte. Τα ϕωτόνια αυτά ϑα ϕτάσουν στον παρατηρητή σε
απόσταση r σε χρόνο δto = (1 + z)δte.

Η λαµπρότητα της πηγής είναι ο ϱυθµός παραγωγής ενέργειας της πηγής,
δηλαδή είναι η ενέργεια του ενός ϕωτονίου

(
hc
λe

)
επί τη συχνότητα παραγω-

γής τους
(

n
δte

)
. Τα ϕωτόνια υπόκεινται περαιτέρω ερυθροµετάθεση από την

εκποµπή ως την παρατήρησή τους, και άρα λo = λe(1 + z). Σε ένα διαστελ-
λόµενο σύµπαν, δύο ϕωτόνια που εκπέµπονται µε χρονική διαφορά δte, ϑα
παρατηρούνται µε χρονική διαφορά δto = δte(1 + z), οπότε η λαµπρότητα
της πηγής ϑα είναι :

Le =
n

δte

hc

λe
(84)

Η ενέργεια των ϕωτονίων όπως µετράται από τον παρατηρητή είναι : Eo =
hc
λo

= hc
λe(1+z)

Στη ϑέση του παρατηρητή, µετράµε τη ϱοή της πηγής3:

F =
Lo

4πr2

F =
n

δto

hc

λo

1

4πr2

F =
n

δte(1 + z)

hc

λe(1 + z)

1

4πr2

F =
n

δte

hc

λe

1

4π[r(1 + z)]2
(85)

Συγκρίνοντας λοιπόν την (83) µε την (85) παίρνουµε τελικά:

dL(z) = (1 + z)r(z). (86)

4.7 Γωνιακή απόσταση

Θεωρούµε αντικείµενο σε ιδιοαπόσταση r(z) από παρατηρητή. Το αντικε-
ίµενο έχει γνωστή γραµµική διάσταση `, και µετράµε το γωνιακό του µέγεθος
θ.

3Ο ορισµός προκύπτει από ένα επίπεδο µη διαστελλόµενο σύµπαν όπου η ϱοή είναι ίση
µε τη λαµπρότητα (ϱυθµός παραγωγής ενέργειας) δια την επιφάνεια σφαίρας ακτίνας r.
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Σχήµα 4: Η γωνιακή απόσταση dA αντικειµένου γραµµικής διάστασης χ και γωνια-
κού µεγέθους θ από παρατηρητή στη ϑέση 0.

Η γωνιακή απόσταση dA ενός αντικειµένου, όπως µετράται σε ένα επίπεδο
και µη διαστελλόµενο σύµπαν, ορίζεται ως :

dA =
`

θ
(87)

΄Οταν η πηγή εξέπεµψε το σήµα, το Σύµπαν ϐρισκόταν σε ερυθροµετάθεση
z. Κατά συνέπεια η διάσταση `, για µικρή τιµή του θ ϑα είναι ` = r(z)

1+z
θ. ΄Αρα,

συγκρίνοντας µε την (87), ϑα είναι :

dA =

r(z)θ
1+z

θ

dA =
r(z)

1 + z
(88)

Κατά συνέπεια, από τη σχέση (86) ϐλέπουµε ότι ισχύει :

dL = (1 + z)2dA (89)

Αξίζει να σηµειωθεί ότι για πολύ µικρή ερυθροµετάθεση (z � 1), οι τρεις
αποστάσεις είναι περίπου ίσες :

r(z) ∼ dL(z) ∼ dA(z) (90)

Η διαφορά τους γίνεται σε µεγάλες ερυθροµετατοπίσεις (πολύ µακρινούς γα-
λαξίες, µακρινό παρελθόν).

27
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5 Μοντέλα Σύµπαντος

Η µελέτη του Σύµπαντος γίνεται αντιµετωπίζοντας τα συστατικά του ως
ιδανικά (αραιά) ϱευστά. Ξεκινάµε την ανάλυση µε την υπόθεση ενός µόνο
ιδανικού ϱευστού f (single component universe), το οποίο υπακούει µια
καταστατική εξίσωση της µορφής:

Pf = wfρf (91)

δηλαδή η πίεση Pf είναι ανάλογη της πυκνότητας ρf µε σταθερά αναλογίας
τον παράγοντα καταστατικής εξίσωσης wf ο οποίος εξαρτάται από τις ιδιότητες
του ϱευστού.

5.1 ∆υναµική εξέλιξη

Η εξίσωση (54) για ένα ϱευστό f γράφεται :

ρ̇f + 3H(ρf + Pf ) = 0 (92)
ρ̇f + 3Hρf (1 + wf ) = 0

dρf (t)

dt
+ 3

da(t)

dt

ρf (t)

a
(1 + wf ) = 0

οπότε ολοκληρώνοντας :

∫ ρf

ρf,0

dρ′f
ρ′f

= −3(1 + wf )

∫ a

a0

da′

a′

ρf (a) = ρf,0

(
a

a0

)−3(1+wf )

(93)

Συνήθως επιλέγεται ως οριακή τιµή η σηµερινή και γράφουµε ρf,today =
ρf,0 ενώ για τον παράγοντα κλίµακας atoday = a0 = 1. Κατά συνέπεια, η
εξέλιξη της πυκνότητας ϑα ακολουθεί το νόµο:

ρf = ρf,0a
−3(1+wf ) (94)

Σε επίπεδο σύµπαν η πρώτη εξίσωση Friedmann (51) δίνει :

28
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H2 =
8πG

3
ρf(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρf,0a

−3(1+wf )

ȧ2 =
8πG

3
ρf,0a

−1−3wf∫ a

0

a′
1+3wf

2 da′ =

√
8πG

3
ρf,0

∫ t

0

dt′∫ a

0

a′
1+3wf

2 da′ =

√
8πG

3
ρf,0t√

8πG

3
ρf,0t =

2

3(1 + wf )
a

3(1+wf )

2 ,

οπότε αν χρησιµοποιήσουµε τη σηµερινή τιµή για τον παράγοντα κλίµακας,
παίρνουµε την ηλικία του Σύµπαντος4 όταν αυτό αποτελείται αποκλειστικά
από το ϱευστό f .

t0 =
2

3(1 + wf )

√
3

8πGρf,0
(95)

t0 =
2

3H0(1 + wf )
. (96)

Από τον ορισµό της ερυθροµετάθεσης a = 1
1+z

, γράφουµε:

t(z) = t0(1 + z)−
3(1+wf )

2 (97)

Αντίστοιχα, ο παράγοντας κλίµακας γράφεται συναρτήσει του κοσµικού χρόνου:

a(t) =

(
t

t0

) 2
3(1+wf )

(98)

ενώ η συνάρτηση Hubble:

H(t) =
ȧ

a
=

2

3(1 + wf )t
(99)

H(z) = H0(1 + z)
3
2

(1+wf ) (100)

4Στην πραγµατικότητα το Σύµπαν αποτελείται από συνδυασµό περισσότερων ϱευστών και
ο υπολογισµός της ηλικίας του είναι πιο περίπλοκος, όπως ϑα συζητηθεί στο κεφάλαιο 6
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Τέλος, ο παράγοντας επιτάχυνσης q ϑα είναι ίσος µε :

q = −

(
1 +

Ḣ

H2

)

q = −

(
1 +
− 2

3(1+wf )t2

1
9(1+wf )2t2

)

q =

(
1− 3(1 + wf )

2

)
q =

1 + 3wf
2

(101)

Συνεπώς ο παράγοντας επιτάχυνσης σε ένα σύµπαν αποτελούµενο από ένα
µόνο ϱευστό είναι σταθερός.

5.2 Μη σχετικιστική ύλη

Το καθιερωµενο πρότυπο µέχρι τα τέλη της δεκαετίας του 1990 ήταν ένα
σύµπαν αποτελούµενο αποκλειστικά από ύλη, το λεγόµενο µοντέλο Einstein-
de-Sitter - EdS. Στο συγκεκριµένο µοντέλο το ϱευστό που απαρτίζει το σύµπαν
αποτελείται από µη σχετικιστικά σωµατίδια ανηγµένης µάζας µ. Το πρότυπο
αυτό περιγράφει αρκετά καλά την περίοδο κυριαρχίας της ύλης (z ∼ 3000
έως z ∼ 1) Σε αυτή την περίπτωση η καταστατική εξίσωση έχει τη µορφή:

Pm =
kT

µc2
ρm (102)

Το ϱευστό αυτό καλείται σκοτεινή ή ψυχρή ύλη καθώς η ταχύτητα των σω-
µατιδίων είναι πολύ µικρότερη της ταχύτητας του ϕωτός. Η ϑερµική ενέργεια
των σωµατιδίων ϑα είναι :

kT =
µ < v2 >

3
(103)

οπότε η καταστατική εξίσωση γίνεται :

Pm =
µ < v2 >

3µc2
=

1

3

< v2 >

c2
� 1 (104)

οπότε τελικά:

Pm = 0 (105)

και κατά συνέπεια
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wm = 0 (106)

Στο µοντέλο αυτό οι σχέσεις (96)-(101) γίνονται :

t0 =
2

3H0

(107)

t(z) = t0(1 + z)−
3
2 (108)

a(t) =

(
t

t0

) 2
3

(109)

H(t) =
2

3t
(110)

H(z) = H0(1 + z)
3
2 (111)

q =
1

2
, (112)

ενώ η (94) δίνει :

ρm(a) = ρm,0a
−3 (113)

5.3 Σχετικιστικά σωµατίδια

Επόµενη περίπτωση είναι το ϱευστό να αποτελείται από σχετικιστικά σω-
µατίδια (αέριο ϕωτονίων - photon gas) όπου το Σύµπαν ακτινοβολεί ως µέλαν
σώµα. Η καταστατική εξίσωση σε αυτή την περίπτωση είναι :

Pr =
1

3
ρr (114)

wr =
1

3
(115)

Συνεπώς οι κοσµολογικές ποσότητες που µας ενδιαφέρουν γίνονται :
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t0 =
1

2H0

(116)

t(z) = t0(1 + z)−2 (117)

a(t) =

(
t

t0

) 1
2

(118)

H(t) =
1

2t
(119)

H(z) = H0(1 + z)2 (120)
q = 1 (121)

ρr(a) = ρr,0a
−4 (122)

Το µοντέλο αυτό δεν µπορεί να περιγράψει ολόκληρη την ιστορία του Σύµπα-
ντος, περιγράφει όµως ικανοποιητικά την περίοδο κυριαρχίας της ακτινοβο-
λίας (radiation era) όταν δηλαδή z > 3000.

5.4 Καµπυλότητα - Σύµπαν Milne

Το σύµπαν Milne, γνωστό και ως κενό σύµπαν, δεν περιέχει κάποιο ϱευστό
αλλά η καµπυλότητά του είναι µη µηδενική. Σε αυτή την περίπτωση η πρώτη
εξίσωση Friedmann γίνεται :

H2 =
|K|
a2

ȧ2

a2
=
|K|
a2

ȧ =
√
K

Μπορούµε λοιπόν να περιγράψουµε την καµπυλότητα ως κοσµικό ϱευστό µε
παράγοντα καταστατικής εξίσωσης wK = −1

3
. ΄Αρα στο σύµπαν Milne έχουµε:
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5 ΜΟΝΤ΄ΕΛΑ Σ΄ΥΜΠΑΝΤΟΣ 5.5 Κοσµολογική σταθερά - Σύµπαν deSitter

t0 =
1

H0

(123)

t(z) =
t0

1 + z
(124)

a(t) =
t

t0
(125)

H(t) =
1

t
(126)

H(z) =
H0

1 + z
(127)

q =
1

2
. (128)

5.5 Κοσµολογική σταθερά - Σύµπαν deSitter

Το τελευταίο µοντέλο υπό εξέταση είναι το µοντέλο deSitter το οποίο απο-
τελείται αποκλειστικά από την κοσµολογική σταθερά. Το µοντέλο αυτό περι-
γράφει τη διαστολή του Σύµπαντος τη σηµερινή εποχή και στο µέλλον, αλλά
και στο πρώιµο παρελθόν (εποχή πληθωρισµού). Η κοσµολογική σταθερά υ-
πακούει σε καταστατική εξίσωση της µορφής PΛ = −ρΛ, δηλαδή wΛ = −1.
Από την εξίσωση συνέχειας ϐλέπουµε ότι :

ρ̇Λ + 3H(1 + wΛ) = 0

ρ̇Λ = 0

ρΛ(t) = ρΛ,∗ = σταθ (129)

Η τιµή της πυκνότητας του ϱευστού της κοσµολογικής σταθεράς είναι :

ρΛ = ρΛ,∗ =
Λc2

8πG
. (130)

Επιστρέφουµε τώρα στην πρώτη εξίσωση Friedmann:
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H2 =
8πG

3
ρΛ =

8πG

3
ρΛ,∗ = H2

∗(
ȧ

a

)2

= H2
∗

ȧ

a
= H∗∫ a

a∗

da′

a′
= H∗

∫ t

t∗

dt′ (131)

a(t) = a∗e
H∗(t−t∗) (132)

Στην περίπτωση που µελετάµε τη σηµερινή εποχή ϑέτουµε t∗ = t0 και
H∗ = H0 οπότε :

a(t) = eH0(t−t0) (133)

ενώ εάν µελετάµε την πληθωριστική περίοδο t∗ = tI και H∗ = HI
5, και

άρα:

a(t) = aIe
HI(t−tI) (134)

Στο σύµπαν deSitter ο παράγοντας επιτάχυνσης είναι :

q = −

(
1 +

Ḣ

H2

)
= −1. (135)

5Στην κυριαρχία κοσµολογικής σταθεράς, η παράµετρος Hubble παραµένει σταθερή και
κατά συνέπεια H0 = HI . Ωστόσο επειδή στη ϱεαλιστική µελέτη του σύµπαντος µεσολαβεί
κυριαρχία άλλου συστατικού, οι δύο ποσότητες είναι διαφορετικές.
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6 Το Σύµπαν ως σύνολο ϱευστών

΄Οπως αναφέρθηκε, το Σύµπαν δεν αποτελείται από ένα και µόνο ϱευστό
αλλά από συνδυασµό πολλών διαφορετικών ϱευστών. Συγκεκριµένα ϑεωρο-
ύµε ότι το Σύµπαν αποτελείται από ύλη (wm = 0), ακτινοβολία (wr = 1

3
),

και κάποιας µορφής σκοτεινή ενέργεια µε αρνητική πίεση (wDE < −1
3
) η

οποία εξηγεί την παρατηρούµενη επιταχυνόµενη διαστολή, και στη γενική
περίπτωση, µη µηδενική καµπυλότητα.

Η συνολική πυκνότητα ϑα δίνεται από το άθροισµα των συνιστωσών δίνεται
από τη σχέση (4) και η συνολική πίεση:

Ptot = Pm + Pr + PDE (136)

Η εξίσωση συνέχειας (54) γίνεται :

ρ̇tot + 3H(ρtot + Ptot) = 0. (137)

∆εχόµαστε ότι τα ϱευστά δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, κατά συνέπεια
η παραπάνω εξίσωση ισχύει χωριστά για το κάθε είδος :

ρ̇m + 3H(ρm + Pm) = 0

ρ̇r + 3H(ρr + Pr) = 0

ρ̇DE + 3H(ρDE + PDE) = 0

Χρησιµοποιώντας τις καταστατικές εξισώσεις (105), (114) και (91) για τη µη
σχετικιστική ύλη, ακτινοβολία και σκοτεινή ενέργεια αντίστοιχα (f → DE
στην τελευταία περίπτωση, για σκοτεινή ενέργεια µε σταθερό παράγοντα
wDE), γράφουµε:

ρm(a) = ρm,0a
−3 (138)

ρr(a) = ρr,0a
−4 (139)

ρDE(a) = ρDE,0a
−3(1+wDE). (140)

Η πρώτη εξίσωση Friedmann (51) στην περίπτωση των πολλών ϱευστών
είναι :

H2 =
8πG

3
ρtot −

K

a2

1 =
8πG

3H2
ρtot −

K

a2H2

35
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Ορίζουµε την κρίσιµη πυκνότητα ρcrit(a) και τον παράγοντα κλίµακας κα-
µπυλότητας ΩK µέσω των σχέσεων:

ρcrit(a) =
3H2

8πG
(141)

ΩK(a) = − K

a2H2
(142)

µέσω των οποίων οι παραπάνω σχέσεις γράφονται ως :

1− ΩK =
8πG

3H2
ρtot

1− ΩK =
ρtot
ρcrit

Ορίζουµε τώρα και τις αδιάστατες ποσότητες Ωi όπου i = m, r,DE ως
Ωi = ρi

ρcrit
. Συνεπώς:

1− ΩK(a) = Ωm(a) + Ωr(a) + ΩDE(a) (143)

Οι ποσότητες Ωi ονοµάζονται παράµετροι πυκνότητας των ϱευστών (energy
density parameters). Εξετάζουµε τις τρεις περιπτώσεις για τη γεωµετρία του
χώρου:

• Επίπεδη γεωµετρία (K = 0): Σε αυτή την περίπτωση ΩK = 0 και άρα:

ρtot = ρcrit ή
∑

i Ωi = 1.

• Κλειστή γεωµετρία (K = +1): Τώρα ισχύει ΩK < 0 άρα ρtot > ρcrit και∑
i Ωi > 1.

• Ανοικτή γεωµετρία (K = −1): Στην ανοικτή γεωµετρία έχουµε ΩK > 0
οπότε ρtot < ρcrit ή συναρτήσει των παραµέτρων πυκνότητας

∑
i Ωi < 1.

Ας εξετάσουµε τώρα την κανονικοποιηµένη µορφή της εξίσωσης Hubble:

E2(a) =
H2

H2
0

=
8πG

3H2
0

ρtot −
K

a2H2
0

(144)

Για το κάθε ϱευστό µπορούµε να γράψουµε:

8πG

3H2
0

ρi =
8πG

3H2
0

ρi,0a
−3(1+wi) = Ωi,0a

−3(1+wi) (145)

΄Αρα η (144) γράφεται :
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E2(a) = Ωm,0a
−3 + Ωr,0a

−4 + ΩDE,0a
−3(1+wDE) + ΩK,0a

−2 (146)

Επίσης, για όλα τα ϱευστά ισχύει :

Ωi(a) =
ρi(a)

ρcrit(a)

Ωi(a) =
ρi,0a

−3(1+wi)

ρcrit,0

ρcrit,0
ρcrit(a)

Ωi(a) = Ωia
−3(1+wi)

H2
0

H2

Ωi(a) = Ωi
a−3(1+wi)

E2(a)

οπότε η (146) γίνεται :

Ωm(a) + Ωr(a) + ΩDE(a) + ΩK(a) = 1 (147)

Για a = 1 έχουµε H = H0 οπότε από την (144):

Ωm,0 + Ωr,0 + ΩDE,0 + ΩK,0 = 1 (148)

Οι ίδιες σχέσεις ισχύουν και για την ερυθροµετάθεση αντί του παράγοντα
κλίµακας:

E2(z) = Ωm,0(1+z)3+Ωr,0(1+z)4+ΩDE,0(1+z)3(1+wDE)+ΩK,0(1+z)2 (149)

Η σχέση (146) χρησιµοποιείται για την εύρεση της ηλικίας του Σύµπαντος :

E(a) =
ȧ

aH0

=
(
Ωm,0a

−3 + Ωr,0a
−4 + ΩDE,0a

−3(1+wDE) + ΩK,0a
−2
) 1

2∫ t

0

dt′H0 =

∫ a

0

(
Ωm,0a

′−3 + Ωr,0a
′−4 + ΩDE,0a

′−3(1+wDE) + ΩK,0a
′−2
) 1

2

H0t =

∫ a

0

da′

aE(a)
(150)

Το παραπάνω ολοκλήρωµα επιλύεται αριθµητικά.
Ο παράγοντας κλίµακας έχει τιµή a0 = 1 σήµερα και η τιµή του ήταν

µικρότερη στο παρελθόν. Η σχέση (146) δείχνει πως κάθε συστατικό του
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σύµπαντος έχει διαφορετική εξάρτηση από τον παράγοντα κλίµακας, δηλαδή
κάθε όρος ϑα επικρατεί έναντι των άλλων σε διαφορετικές περιόδους, και ϑα
καθορίζε την εξέλιξη του Σύµπαντος. Συγκεκριµένα, όταν a� 1 κυριαρχεί η
ακτινοβολία6, την οποία διαδέχεται η κυριαρχία της ύλης, και πιο πρόσφατα
η κυριαρχία της σκοτεινής ενέργειας.

Είναι χρήσιµο να υπολογίσουµε τον παράγοντα κλίµακας κατά τον οποίο
η ύλη και η ακτινοβολία ήταν ισοδύναµες (Ισοδυναµία ΄Υλης - Ακτινοβολίας -
Matter to Radiation Equipartition).

ρm(a) = ρm,0a
−3

ρr(a) = ρr,0a
−4

}
για a = amr,

ρm(amr) = ρr(amr)

ρm,0a
−3
mr = ρr,0a

−4
mr

amr =
ρr,0
ρm,0

Αντίστοιχα η σχέση αυτή µπορεί να γραφεί συναρτήσει των αδιάστατων
Ωi,0 =

ρi,0
ρcrit,0

:

amr =
Ωr,0

Ωm,0

(151)

zmr =
Ωm,0

Ωr,0

− 1. (152)

Πειραµατικές µετρήσεις

Στο κεφάλαιο 4 έγινε αναφορά σε µερικά πειραµατικά µετρήσιµα µε-
γέθη. Για τη µέτρηση αποστάσεων χρησιµοποιούνται αντικείµενα γνωστής
λαµπρότητας, γνωστά ως ϐασικά κεριά (Standard Candles). Τα πιο ευρέως
διαδεδοµένα ϐασικά κεριά στην κοσµολογία είναι οι Υπερκαινοφανείς τύπου
Ia (Type Ia Supernovae - SNIa). Οι SNIa είναι λευκοί νάνοι συνοδοί κάποιου
αστέρα, ο οποίος λόγω της µικρότερης ϐαρυτικής του έλξης (για παράδειγµα
ένας αστέρας στη ϕάση του γίγαντα δεν µπορεί να συγκρατήσει τα εξωτερικά
στρώµατα ύλης) τροφοδοτεί το λευκό νάνο. ΄Οταν όµως ο τελευταίος αποκτήσει
µάζα κοντά στο όριο Chandrasekhar, η αυξανόµενη πίεση από το εσωτερικό
του προκαλεί ϐίαιη έκρηξη µε χαρακτηριστικό ϕάσµα.

6Στην πραγµατικότητα προηγείται µια περίοδος πληθωρισµού (inflation) που κυβερνάται
από το πληθωριστικό πεδίο (inflaton field) το οποίο προκαλεί πολύ γρήγορη διαστολή. Το
πληθωριστικό πεδίο ϑα αναλυθεί στη συνέχεια.
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Η χρησιµότητα των ϐασικών κεριών είναι προφανής : µπορούµε να µε-
τρήσουµε την ένδειξη απόστασης :

µob = (m−M)ob ± σob (153)

και να υπολογίσουµε τη ϑεωρητική τιµή της από τη σχέση (75):

µth(z,
#»p ) = (m−M)th = 5 log dL(z, #»p ) + 25 (154)

όπου #»p είναι το διάνυσµα των παραµέτρων που υποθέτουµε για το κοσµολο-
γικό µοντέλο. Στην προκειµένη περίπτωση ο χώρος των παραµέτρων είναι η
παράµετρος Hubble.

Υπολογίζουµε τώρα την ποσότητα:

χ2( #»p ) =
N∑
i=1

[µob(zi)− µth(zi, #»p )]2

σ2
i obs

(155)

Χρησιµοποιώντας τους SNIa που ϐρίσκονται σε µικρές ερυθροµεταθέσεις,
όπου r(z) ≡ cz

H0
, µπορούµε να προσδιορίσουµε την παράµετρο Hubble σε

H0 ' 73.48± 1.66km/sec/Mpc.
Εάν επεκτείνουµε το χώρο των παραµέτρων ώστε #»p = (Ωm,0,ΩDE,0, wDE, H0)

- µπορούµε να αγνοήσουµε µε ασφάλεια τη συνεισφορά της ακτινοβολίας για
µικρή τιµή της ερυθροµετάθεσης - τότε η στατιστική ανάλυση δίνει :

ΩK,0 = 1− (Ωm,0 + ΩDE,0) ' 0 (156)
ΩK,0 = 0 (157)
wDE = −1 (158)
Ωm,0 ' 0.27(0.31) (159)

ΩDE,0 ' 0.73(0.69) (160)

όπου οι τιµές εκτός και εντός παρένθεσης έχουν ληφθεί από διαφορετικά
σύνολα δεδοµένων.

΄Ενα άλλο σύνολο δεδοµένων που χρησιµοποιείται ευρέως είναι η κο-
σµική ακτινοβολία υποβάθρου που ϑα αναλυθεί σε επόµενο κεφάλαιο. Τα
δεδοµένα αυτά ωστόσο επιβεβαιώνουν τις µετρήσεις SNIa και δίνουν p =
(Ωm,0,Ωr,0,ΩDE,0,ΩK,0, H0) = (0.317, 8.5 · 10−4, 0, 67.36)

Από τις µετρήσεις αυτές ϐρίσκεται ο παράγοντας κλίµακας στην περίοδο
ισοδυναµίας ύλης - ακτινοβολίας :

amr = 0.0003 (161)
zmr = 3000. (162)

39
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7 Πολυσύστατα σύµπαντα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εξεταστούν σύµπαντα αποτελούµενα από συνδυα-
σµούς ϱευστών για να µελετηθούν ως προς τη δυναµική τους.

7.1 Μοντέλο µε ύλη και καµπυλότητα

:
Σε αυτήν την περίπτωση Ωr,0 = ΩDE,0 = 0. Από τις (146) και (143):

E2(a) = Ωm,0a
−3 + ΩK,0a

−2

E2(a) = Ωm,0a
−3 + (1− Ωm,0)a−2 (163)

Μελετάµε χωριστά τις τρεις περιπτώσεις καµπυλότητας :

• K = +1: Σε αυτή την περίπτωση ΩK,0 = − 1
H2

0
και άρα Ωm,0 > 1 ΄Αρα ο

παράγοντας κλίµακας έχει ακρότατη τιµή για a = amax όπου:

ȧ = 0

E(a) = 0

Ωm,0a
−3
max + (1− Ωm,0)a−2

max = 0 (164)

amax =
Ωm,0

Ωm,0 − 1
(165)

Ο κοσµικός χρόνος ϑα δίνεται από τη σχέση:

H0t =

∫ a

0

da′

a′[Ωm,0a′−3 + (1− Ωm,0)a′−2]
1
2

=

∫ a

0

da′

Ωm,0a′−1 + (1− Ωm,0)
(166)

µε παραµετρική λύση:

a(θ) =
1

2

Ωm,0

Ωm,0 − 1
(1− cos θ) (167)

t(θ) =
1

2H0

Ωm,0

(Ωm,0 − 1)
3
2

(θ − sin θ) (168)

Ο µέγιστος παράγοντας κλίµακας είναι για θ = π όπου αντίστοιχα:
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7 ΠΟΛΥΣ΄ΥΣΤΑΤΑ Σ΄ΥΜΠΑΝΤΑ 7.1 Μοντέλο µε ύλη και καµπυλότητα

t̃ = t(θ = π) =
πΩm,0

2H0(Ωm,0 − 1)
3
2

(169)

Το σύµπαν αυτό διαστέλλεται µέχρι χρόνο t̃ µετά τον οποίο επέρχεται
συστολή. Η συστολή οδηγεί σε µια τελική κατάρρευση (Big Crunch)
acr = 0 για θcr = 2π σε χρόνο :

tcr =
πΩm,0

H0(Ωm,0 − 1)
3
2

(170)

• K = −1:

Στο ανοιχτό σύµπαν η παράµετρος κλίµακας καµπυλότητας είναι ϑε-
τική (ΩK,0 > 0) και συνεπώς Ωm,0 < 1 και το σύµπαν διαστέλλεται
επ΄άπειρον (Big Chill).

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε το κλειστό σύµπαν ϐρίσκουµε
ότι :

a(η) =
1

2

Ωm,0

Ωm,0 − 1
(cosh η − 1) (171)

t(η) =
1

2H0

Ωm,0

(Ωm,0 − 1)
3
2

(sinh η − η) (172)

Ασυµπτωτικά για µεγάλο χρόνο t � t0 ο παράγοντας κλίµακας τείνει
σε γραµµική εξάρτηση από το χρόνο a(t) ∝ t

• K = 0

Σε αυτήν την περίπτωση επιστρέφουµε στο σύµπαν Einstein deSitter
που έχει ήδη περιγραφεί, ο παράγοντας κλίµακας έχει τη γνωστή µορφή

a(t) =
(
t
t0

) 2
3
. ∆ηλαδή το Σύµπαν διαστέλλεται επ΄άπειρον, αλλά όχι

επιταχυνόµενα. Το σχήµα δείχνει την εξέλιξη του παράγοντα κλίµακας

Σε κάθε περίπτωση, τα πειραµατικά δεδοµένα δείχνουν ότι εδώ και 7
δισεκατοµµύρια χρόνια, το Σύµπαν έχει ξεκινήσει µια επιταχυνόµενη
διαστολή. Κατά συνέπεια, τα µοντέλα Friedmann δεν µπορούν να πε-
ϱιγράψουν το Σύµπαν.
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7.2 Μοντέλα ΄Υλης-Σκοτεινής Ενέργειας

Εξετάζουµε την περίπτωση όπου Ωr,0 = ΩK,0 = 0. Η ϕύση της σκοτει-
νής ενέργειας σαν ϱευστό δεν είναι πλήρως γνωστή και περιγράφεται µε τη
χρήση ενός δυναµικού παράγοντα καταστατικής εξίσωσης wDE = wDE(a).
Γράφουµε λοιπόν :

ρ̇DE + 3H(ρDE + PDE) = 0

ρ̇DE = −3HρDE(1 + wDE(a))

dρDE
da

ȧ = −3
ȧ

a
ρDE(1 + wDE(a))

ρDE = ρDE,0 exp

[
−3

∫ a

1

da′
1 + w(a′)

a′

]
(173)

ρDE = ρDE,0QDE(a) (174)

Η αντίστοιχη σχέση για την ύλη είναι η (138). Η πρώτη εξίσωση Friedmann
είναι :

H2 =
8πG

3
(ρm(a) + ρDE(a)) > 0 (175)

Επειδή ρm, ρDE > 0 δεν υπάρχουν κρίσιµα σηµεία. Αντίθετα η δεύτερη
εξίσωση Friedmann είναι :

ä

a
= −4πG

3
[ρm + ρDE + 3PDE] = −4πG

3
[ρm + ρDE(1 + 3wDE)] (176)

Η περιγραφή του συστήµατος χωρίζεται σε τρία στάδια :

• Επιταχυνόµενη διαστολή: ä > 0, άρα ρm + (1 + wDE)ρDE < 0.

• Επιβραδυνόµενη διαστολή: ä < 0, άρα ρm + (1 + wDE)ρDE > 0.

• Σηµείο καµπής (Inflection point), δηλαδή ä = 0.

Στο σηµείο καµπής έχουµε:

ρm,I +(1 + 3wDE,I)ρDE,I = 0

ρm,I > 0

ρDE,I > 0

 (1 + 3wDE,I) < 0

wDE,I < −
1

3
(177)
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Για τη µορφή του παράγοντα καταστατικής εξίσωσης κάνουµε ϕαινοµενο-
λογικές υποθέσεις. Οι ϐασικές συναρτησιακές µορφές του w είναι :

wDE(a) =


σταθ, wDE < −1

3

−1, ΛCDM
w0 + w1(1 + a)

Αντίστοιχα έχουµε:

QDE(a) =


a−3(1+wDE)

1

a−3(1+w0+w1) exp[−3w1(1− a)]

Εξετάζουµε την πρώτη περίπτωση. ΄Οταν ο παράγοντας καταστατικής ε-
ξίσωσης είναι µικρότερος από −1 τότε έχουµε µοντέλα phantom, ενώ αν
wDE > −1 τότε έχουµε µοντέλα πεµπτουσίας (quintessence). Σηµεία κα-
µπής έχουµε όταν ä = 0, άρα δηλαδή:

ρm,I = −(1 + 3wDE)ρDE,I

ρm,0a
−3
I = −(1 + 3wDE)ρDE,0a

−3(1+wDE)

ρDE,0
ρm,0

= − 1

a−3wDE
I (1 + 3wDE)

ΩDE,0

Ωm,0

= − 1

a−3wDE
I (1 + 3wDE)

΄Ετσι λοιπόν στο σηµείο καµπής ο παράγοντας κλίµακας ϑα ισούται µε :

aI =

[
− Ωm,0

ΩDE,0(1 + 3wDE)

]− 1
3wDE

. (178)

Για να υπάρχει επιταχυνόµενη διαστολή ϑα πρέπει το σηµείο καµπής να
ϐρίσκεται στο παρελθόν, δηλαδή aI < 1. Από τη σχέση (178) προκύπτει :
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[
− Ωm,0

ΩDE,0(1 + 3wDE)

]−
1

3wDE
< 1[

− Ωm,0

ΩDE,0(1 + 3wDE)

]
> 1 (179)

−Ωm,0 > (1 + 3wDE)ΩDE,0

−Ωm,0 > (1 + 3wDE)(1− Ωm,0)

Ωm,0 < 1 +
1

3wDE
(180)

Για να υπάρχει επιταχυνόµενη διαστολή η πυκνότητα της ύλης δεν
πρέπει να ξεπερνά την τιµή Ωm,0 = 1 + 1

3wDE
!

7.3 Το µοντέλο ΛCDM

Στην ειδική περίπτωση όπου w = −1, γίνεται λόγος για την κοσµολογική
σταθερά και το µοντέλο ΛCDM. Η κοσµολογική σταθερά ως ϱευστό µελετήθη-
κε στο κεφάλαιο 5. Περιλαµβάνοντας και την ύλη στην ανάλυση έχουµε:

E2(a) =
H2(a)

H2
0

= Ωm,0a
−3 + ΩΛ,0

H(a) = H0

√
Ωm,0a−3 + ΩΛ,0∫ a

0

da′

a
√

Ωm,0a−3 + ΩΛ,0

=

∫ t

0

H0dt

το οποίο επιλύεται µε την αλλαγή µεταβλητής a =
(

Ωm,0
ΩΛ,0

) 1
3

sh
2
3w και τελικά:

a(t) =

(
Ωm,0

ΩΛ,0

) 1
3

sh
2
3

(
3

2

√
ΩΛ,0H0t

)
(181)

ή αντίστοιχα:

t(a) =
2

3
√

ΩΛ,0H0

sh−1

(√
ΩΛ,0

Ωm,0

a
3
2

)
(182)

Η ηλικία του Σύµπαντος είναι t0 = t(a = 1), το οποίο για Ωm,0 ' 0.27− 0.30
δίνει t0 ' 13.7 − 13.9Gyr. Το σηµείο καµπής ϑα είναι όταν ä = 0 δηλαδή
πάλι :

44



7 ΠΟΛΥΣ΄ΥΣΤΑΤΑ Σ΄ΥΜΠΑΝΤΑ 7.3 Το µοντέλο ΛCDM

ρm0a
−3
I + 2ρΛ,0 = 0

Ωm,0a
−3
I + 2ΩΛ,0 = 0

aI =

(
Ωm,0

2ΩΛ,0

) 1
3

για τις τιµές Ωm,0 = 0.3 και ΩΛ,0 = 0.7 ϐρίσκουµε aI,Λ ' 0.6 και zI,Λ ' 0.67
΄Οπως και για την περίπτωση wDE 6= −1, για να ϐρίσκεται το σηµείο καµπής
στο παρελθόν, η πυκνότητα της ύλης να έχει ανώτατη τιµή Ωm,0 <

2
3
.

Αντίστοιχα, η ισοδυναµία ύλης - κοσµολογικής σταθεράς ϑα συµβεί όταν :

ρm(amΛ) = ρΛ(amΛ)

ρm,0a
−3
mΛ = ρΛ,0

amΛ =

(
Ωm,0

ΩΛ,0

) 1
3

, δηλαδή για τις γνωστές τιµές

amΛ = 0.75

zmΛ = 0.33.

Η κυριαρχία της ύλης σταµατά στο σχετικά πρόσφατο παρελθόν !
Στην περίπτωση του µοντέλου ύλης - κοσµολογικής σταθεράς, για z �

1 η συνεισφορά της ύλης είναι πολύ µεγαλύτερη από την αντίστοιχη της
κοσµολογικής σταθεράς και άρα το µοντέλο συµπεριφέρεται όπως το EdS
µε H = 2

3t
. Αντίθετα στο µακρινό µέλλον, η ϕθίνουσα πορεία του ρm(a) ϑα

συνεχιστεί και το µοντέλο συµπεριφέρεται ως µοντέλο deSitter όπου H ∼
σταθ =

√
ΩΛ,0H0.

Ας υπολογίσουµε τώρα τον παράγοντα επιτάχυνσης q(a):

q = −

(
1 +

Ḣ

H2

)

q = −
(

1− 3

2

H0Ωm,0a
−3

H0(Ωm,0a−3 + ΩΛ,0)

)
q =

3

2
Ωm(a)− 1

Στη σηµερινή εποχή a0 = 1, άρα q0 = 3
2
Ωm,0 − 1 ' −0.5 για Ωm,0 = 0.3.
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8 Φυσική της σκοτεινής ενέργειας ως πεδίο

Θεωρούµε ένα οµογενές ϐαθµωτό πεδίο φ = φ(x, t) = φ(t) Η Λαγκραν-
τζιανή του πεδίου αυτού ϑα είναι της µορφής:

Lφ = K(φ)− V (φ) =
εφ̇2

2
− V (φ), (183)

ενώ η Χαµιλτονιανή του:

Hφ = K(φ) + V (φ). (184)

Η σταθερά ε σχετίζεται µε τη ϕύση του πεδίου. Συγκεκριµένα, για µοντέλα
quintessence έχουµε ε = 1, ενώ για phantom είναι ε = −1. Η πίεση του
πεδίου σύµφωνα µε την κβαντική ϑεωρία πεδίου είναι :

Pφ = Lφ =
εφ̇2

2
− V (φ), (185)

ενώ η αντίστοιχη πυκνότητα γράφεται :

ρφ =
εφ̇2

2
+ V (φ). (186)

Συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις παίρνουµε τον παράγοντα καταστατικής εξίσω-
σης wφ:

wφ =
Pφ
ρφ

=
ε φ̇

2

2
− V (φ)

ε φ̇
2

2
+ V (φ)

=
K(φ)− V (φ)

K(φ) + V (φ)
(187)

• ΄Οταν το πεδίο µεταβάλλεται πολύ αργά, K(φ) � V (φ) τότε ο παράγο-
ντας wφ → wΛ = −1.

• Για επιταχυνόµενη διαστολή (και ε = +1) πρέπει wφ < −1
3
, άρα λοιπόν

από την (187):

ε φ̇
2

2
− V (φ)

ε φ̇
2

2
+ V (φ)

< −1

3

2φ̇2 − 2V (φ) < 0

φ̇2 < V (φ).
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• Για τα µοντέλα phantom ε = −1. Σε αυτήν την περίπτωση από την
(187):

ε φ̇
2

2
− V (φ)

ε φ̇
2

2
+ V (φ)

< −1

−φ̇2

−φ̇2 − V (φ)
< 0

φ̇2 < 2V (φ).

Από παρατηρήσεις προκύπτει ότι ο παράγοντας w(a = 1) ανήκει στην περιο-
χή [−1.1,−1.02]±0.1. Η άγνωστη ϕυσική της σκοτεινής ενέργειας εισέρχεται
στις εξισώσεις ως δυναµική ενέργεια των αλληλεπιδράσεων V (φ). ΄Εχουν προ-
ταθεί διάφορες εκφράσεις για τη µορφή του V (φ). Ο στόχος είναι να ϐρεθεί
ποιά µορφή του V (φ) αναπαράγει καλύτερα τα παρατηρησιακά δεδοµένα.
Από την εξίσωση συνέχειας (92), λαµβάνοντας υπόψιν τις (186) και (185),
έχουµε:

ρ̇φ + 3H(ρφ + Pφ) = 0

εφ̈φ̇+
dV

dφ
φ+̇3Hεφ̇2 = 0

φ̈+ 3Hφ̇+ ε
dV

dφ
= 0, (188)

η οποία είναι η εξίσωση Klein Gordon για το πεδίο φ.
΄Ασκηση Να ϐρεθεί η χρονική εξέλιξη πεδίου φ(t) στο σύµπαν deSitter,

όταν V (φ) = 1
2
m2φ2.

Λύση Παίρνουµε την εξίσωση (188), έχοντας υπόψιν ότι στο σύµπαν de-
Sitter ο παράγοντας Hubble δεν αλλάζει πολύ: H ≈ HΛ = σταθ, και επίσης
ε = 1. Σε αυτή την περίπτωση γράφουµε:

φ̈+ 3HΛφ̇+
dV

dφ
= 0

φ̈+ 3HΛφ̇+m2φ = 0

άρα το πεδίο έχει λύσεις της µορφής φ(t) = eλt, οπότε αντικαθιστώντας :

λ2 + 3HΛλ+m2φ = 0
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µε λύσεις :

λ1,2 =
−3HΛ ±

√
9H2

Λ − 4m2

2

άρα η γενική λύση είναι φ(t) = φ1e
λ1t+φ2e

λ2t. Από τις δύο µερικές λύσεις, η
δεύτερη ϕθίνει εκθετικά και µπορούµε να την αγνοήσουµε µε ασφάλεια και
να γράψουµε φ ≈ φ1e

λ1t.
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9 Κοσµολογικοί ορίζοντες

Υποθέτουµε ότι η µεγάλη έκρηξη έγινε σε κοσµικό χρόνο t = 0. Ο ο-
ϱίζοντας γεγονότων είναι η απόσταση που διανύει ένα ϕωτόνιο από τη στιγµή
t = 0 έως τη στιγµή t̃:

η = c

∫ t̃

0

dt′

a(t)
(189)

΄Ενα σωµατίδιο, δεδοµένης της διαστολής του Σύµπαντος έκτοτε, ταξιδεύοντας
από τη στιγµή t = 0 έως κάποια µεταγενέστερη στιγµή t̃ ϑα έχει διανύσει
απόσταση ίση µε:

dH = ca(t)

∫ t̃

0

dt

a(t)
= ca(t)

∫ ã

0

da

a2H(a)
(190)

Η απόσταση αυτή αποτελεί ορίζοντα για τα σωµατίδια (particle horizon). Τη
σηµερινή εποχή ο ορίζοντας δίνεται από τη σχέση:

dH,0 = dH(t = t0) = c

∫ t0

0

dt

a(t)
(191)

ενώ αντίστοιχα ο ορίζοντας από σήµερα έως το άπειρο ϑα είναι :

dH,∞ = ca(t)

∫ ∞
t0

dt

a(t)
(192)

Παρακάτω αναφέρεται η εξέλιξη του ορίζοντα σωµατιδίων για µερικά γνωστά
µοντέλα:

• Μοντέλο EdS:

a ∝ t2/3 → dH = ct2/3
∫ t

0

dt′t′2/3 = 3ct

• Σύµπαν ακτινοβολίας :

a ∝ t1/2 → dH = ct1/2
∫ t

0

dt′t′1/2 = 2ct

Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζεται η εξέλιξη του Σύµπαντος :
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kT (GeV ) t(sec) Σχόλια
1019 10−43 Περίοδος Planck - Περιγραφή µε κβαντική ϐαρύτητα
1015 10−32 Πληθωρισµός (Inflation)
102 10−11 ∆ιαχωρισµός της ισχυρής πυρηνικής δύναµης

0.1− 0.5 10−5 − 106 ∆ηµιουργία των πρώτων quarks
10−1 10−4 Βαρυογέννεση

10−2 − 10−3 10−3 − 1 Αλληλεπίδραση Φωτεινής - Σκοτεινής ΄Υλης
3 · 10−4 3− 4 Εξαϋλωση Ϲευγών e+ − e−

10−4 180 Πυρηνοσύνθεση
10−8 − 10−10 1010 − 1011 Κυριαρχία ΄Υλης (z ∼ 3000)
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10 Εποχές εξέλιξης του Σύµπαντος

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε στα διαφορετικά στάδια της εξέλιξης
του Σύµπαντος, ξεκινώντας από τη Μεγάλη ΄Εκρηξη προς το παρόν.

10.1 Περίοδος Planck

΄Οταν το Σύµπαν είναι πάρα πολύ µικρό (t ∼ 10−43) η ϐαρύτητα πρέπει να
περιγραφεί µε κβαντικό τρόπο. Τα σωµατίδια υπακούν τους νόµους της στα-
τιστικής ϕυσικής. Από την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg, έχουµε:

∆E ·∆t = ~ (193)

Ας αντικαταστήσουµε ∆E = EP = MP c
2 όπου MP είναι η µάζα Planck, η

οποία είναι ίση µε MP = ρP `
3
P . Με `P συµβολίζουµε το µήκος Planck `P =

ctP , και αντίστοιχα tP είναι ο χρόνος Planck. Αντίθετα η πυκνότητα Planck
υπολογίζεται από την εξίσωση Friedmann για H ∼ 1

tP
, οπότε (αγνοώντας την

ποσότητα 8π
3
) γράφεται ρP ∼ 1

Gt2P
' 1093gr · cm−3. ΄Αρα η µάζα Planck ϑα

είναι MP ∼ c3tP
G

.
Κατά συνέπεια µπορούµε να γράψουµε τη σχέση (193) ως :

~ = MP c
2tP

~ =
c5t2P
G

tP =

√
G~
c5
' 10−43sec (194)

Η ενεργειακή κλίµακα που αντιστοιχεί στην περίοδο Planck ϑα είναιEP =
MP c

2 ' 1019GeV και η αντίστοιχη ϑερµοκρασία TP = EP
kB

= 1.4 · 1032K, άρα
το Σύµπαν ήταν πολύ ϑερµό και πολύ πυκνό.

10.2 Μεγαλοενοποιηµένη Θεωρία

Η µεγαλοενοποιηµένη ϑεωρία (Grand Unified Theory GUT) µελετά την
περίοδο που διαδέχεται την περίοδο Planck και λαµβάνει χώρα σε ενεργειακή
κλίµακα E ∼ 1016GeV . ∆εν πρόκειται για πλήρως ϑεµελιωµένη ϑεωρία αλλά
προτείνει πως οι τρεις ϑεµελιώδεις δυνάµεις (ισχυρή, ηλεκτροµαγνητική και
ασθενής αλληλεπίδραση, εκτός δηλαδή της ϐαρύτητας) είναι ενοποιηµένες
και περιγράφονται από µία µόνο δύναµη.
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10.3 Ηλεκτρασθενής µετάβαση

Πρόκειται για την περίοδο που διαδέχεται την GUT, όταν η ισχυρή αλλη-
λεπίδραση αποχωρίζεται από τις άλλες δύο δυνάµεις, όταν E ∼ 100GeV . Σε
αντίθεση µε την προηγούµενη περίοδο, η ενοποίηση της ηλεκτροµαγνητικής
και ασθενούς δυνάµεως σε ηλεκτρασθενή είναι ϑεµελιωµένη σε ϑεωρία και
έχει παρατηρηθεί πειραµατικά. Από αυτήν περίοδο και στο εξής, το καθιερω-
µένο µοντέλο των στοιχειωδών σωµατιδίων (Standard Model - SM) περιγράφει
µε µεγάλη ακρίβεια τα ϕυσικά ϕαινόµενα που συµβαίνουν στο νεαρό Σύµπαν.

10.4 Μετάβαση των κουάρκ

Για ενέργειες µεγαλύτερες από ∼ 200MeV τα quarks και τα γλουόνια
συµπεριφέρονται σαν ελεύθερα σωµατίδια. Για ενέργειες ∼ 200MeV η ι-
σχυρή αλληλεπίδραση τα αναγκάζει να ενωθούν σε αδρόνια (ϐαρυόνια, λχ.
p+, n ή µεσόνια, λχ.π+,0,−, K+,0,−). Ο όρος ϐαρυονική ύλη αναφέρεται (κα-
τά παράβαση) στη ϕωτεινή ύλη, δηλαδή την ύλη η οποία αλληλεπιδρά και
ηλεκτροµαγνητικά εκτός από ϐαρυτικά, συµπεριλαµβανοµένων δηλαδή ηλε-
κτρονίων κα.

΄Ενα από τα ανοικτά προβλήµατα της Κοσµολογίας είναι η παρατηρούµενη
ασυµµετρία ύλης αντιΰλης - όλο το παρατηρούµενο Σύµπαν είναι ϕτιαγµένο
από ύλη. Ωστόσο, όλες οι γνωστές αλληλεπιδράσεις διατηρούν το ϐαρυονικό
αριθµό - δεν µπορεί να δηµιουργηθεί ή να καταστραφή ύλη χωρίς να συνο-
δεύεται από αντίστοιχη δηµιουργία ή καταστροφή αντιΰλης και αντίστροφα.

Το ϕαινόµενο µελετήθηκε από τον Andrei Sakharov ο οποίος το 1967
πρότεινε 4 προϋποθέσεις για την επικράτηση της ύλης έναντι της αντιΰλης :

1. Παραβίαση της διατήρησης του Βαρυονικού αριθµού (δεν έχει παρατη-
ϱηθεί).

2. Παραβίαση της διατήρησης συζυγίας ϕορτίου (Charge Conjugation - C,
που έχει παρατηρηθεί σε ασθενείς αλληλεπιδράσεις).

3. Παραβίαση της διατήρησης συζυγίας ϕορτίου - αρτιότητας (Charge Con-
jugation Parity - CP) η οποία παρατηρείται (σπάνια) σε ασθενείς αλλη-
λεπιδράσεις.

4. Η συχνότητα αλληλεπιδράσεων να είναι µικρότερη από το ϱυθµό δια-
στολής του Σύµπαντος ώστε το σύστηµα να µην επέλθει σε ισορροπία.

Η πρόταση του Sakharov στο πρόβληµα της ασυµµετρίας είναι πως κάποιες
αλληλεπιδράσεις που πληρούν τις παραπάνω προϋποθέσεις δηµιουργούν µια
πολύ µικρή ασυµµετρία στο πλήθος της ύλης έναντι της αντιΰλης, περίπου
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10.5 Πυρηνοσύνθεση

ένα επιπλέον σωµατίδιο ύλης ανά 109 Ϲεύγη σωµατιδίων-αντισωµατιδίων. Με
την πάροδο του χρόνου τα Ϲεύγη αυτά αλληλεπιδρούν και εξαϋλώνονται πα-
ϱάγοντας ϕωτόνια, δίνοντας το λόγο αριθµητικής πυκνότητας ϐαρυονίων ϕω-
τονίων (παράγοντας ασυµµετρίας):

ηb =
nb
nγ
∼ 10−9. (195)

10.5 Πυρηνοσύνθεση

Η περίοδος της Πυρηνοσύνθεσης είναι πολύ σηµαντική για την Κοσµολο-
γία καθώς τα αποτελέσµατά της δίνουν σηµαντικούς περιορισµούς σε αρκετές
κοσµολογικές παραµέτρους. ΄Ελαβε χώρα σε κοσµικό χρόνο t = 10−4−180sec
δηλαδή σε ερυθροµετάθεση z ∼ 108, όταν η ϑερµοκρασία ήταν της τάξης
kT ∼ 1 − 10MeV . Κατά την περίοδο της πυρηνοσύνθεσης, το Σύµπαν λει-
τουργούσε ως το εσωτερικό ενός αστέρα, παράγοντας He στην κοσµική ανα-
λογία (∼ 24%) που παρατηρείται σήµερα, κάτι που δεν µπορεί να εξηγηθεί αν
το ήλιο παράγεται αποκλειστικά στο εσωτερικό των αστέρων. Κατά τη διάρκεια
της πυρηνοσύνθεσης παράγονται ϕωτόνια τα οποία στη συνέχεια αποτελούν
την ακτινοβολία υποβάθρου.
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11 Πληθωρισµός

Κατά την πληθωριστική περίοδο η διαστολή του σύµπαντος είναι εκθετι-
κά επιταχυνόµενη. Ο πληθωρισµός είναι µια ϕαινοµενολογική στη ϐάση της
ϑεωρία που προτάθηκε ανεξάρτητα από τους Alan Guth και Alexei Staro-
binsky µε σκοπό να εξηγήσει µερικά ϐασικά προβλήµατα του καθιερωµένου
προτύπου, συγκεκριµένα το πρόβληµα της επιπεδότητας, το πρόβληµα του
ορίζοντα, το πρόβληµα της µη ύπαρξης µαγνητικών µονοπόλων, αλλά και η
δηµιουργία των πρωταρχικών διαταραχών που δηµιουργεί τις σηµερινές κο-
σµολογικές δοµές. Ο πληθωρισµός σαν ϑεωρία προτείνει µια κοµψή επίλυση
των παραπάνω προβληµάτων.

11.1 Το πρόβληµα της επιπεδότητας

Στο κεφάλαιο 6 ορίσαµε τον παράγοντα κλίµακας καµπυλότητας ΩK µέσω
της σχέσης (142). Από παρατηρήσεις σήµερα γνωρίζουµε ότι η τιµή του ΩK,0

είναι πολύ κοντά στο µηδέν - το Σύµπαν είναι ϕαινοµενικά επίπεδο.
΄Οταν το σύµπαν κυριαρχείται από ύλη, έχουµε E2 ∝ (1 + z)3, και άρα

ΩK(z) ∝ (1 + z)−1. Αντίθετα, στην κυριαρχία της ακτινοβολίας E2(z) ∝
(1 + z)4 άρα ΩK(z) ∝ (1 + z)2. ∆ηλαδή όσο προχωράµε προς µεγαλύτερη
ερυθροµετάθεση, η καµπυλότητα πρέπει να είναι όλο και πιο κοντά στο 0:

• z = 1100, |ΩK(z)| ≤ 10−4

• z = 3200, |ΩK(z)| ≤ 10−5

• z = 108, |ΩK(z)| ≤ 10−13

Η µελέτη αυτή δείχνει ότι η Μεγάλη ΄Εκρηξη πρέπει να δηµιούργησε ένα
σύµπαν εξαιρετικά επίπεδο.

11.2 Το πρόβληµα του ορίζοντα

Στο κεφάλαιο 9 έγινε λόγος για τον ορίζοντα γεγονότων, δηλαδή τη µέγι-
στη απόσταση που µπορεί να διανύσει το ϕως, από τη Μεγάλη ΄Εκρηξη έως
σήµερα ο οποίος δίνεται από τη σχέση (190):

dH =
c

H0(1 + z)

∫ ∞
z

dz′

E(z)

Θεωρούµε δύο περιοχές του ουρανού που απέχουν στον ουράνιο ϑόλο
κατά θ, στα όρια του παρατηρήσιµου Σύµπαντος. Οι περιοχές αυτές ϑα
ϐρίσκονται σε επικοινωνία (εντός του ορίζοντα) εάν η µεταξύ τους απόσταση
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είναι µικρότερη από dH . Θα είναι λοιπόν d = θdA < dH όπου dA είναι η
γωνιακή απόσταση που ορίζεται από τη σχέση (88). Στην περίοδο κυριαρχίας
της ύλης έχουµε E(z) ≈

√
Ωm,0(1 + z)3/2 άρα η µέγιστη τιµή του θ ϑα είναι

θmax ≈ dH
dA
≈

1√
1+z
1

1−
√

1+z

≈ 1√
1+z

.

Η ακτινοβολία υποβάθρου αποδεσµεύτηκε από την ύλη σε ερυθροµετάθε-
ση z ' 1100, άρα τα ϕωτόνια έχουν προλάβει να διανύσουν απόσταση πάνω
στον ουράνιο ϑόλο ίση µε θmax ' 0.03rad = 1.8o. Ωστόσο οι µετρήσεις της
ακτινοβολίας υποβάθρου δείχνουν πως υπάρχει οµοιογένεια ακόµα και σε πε-
ϱιοχές που απέχουν περισσότερο από τη µέγιστη απόσταση για να ϐρίσκονται
σε επικοινωνία. Αυτό είναι γνωστό ως το πρόβληµα του ορίζοντα.

11.3 Η ϕυσική του πληθωρισµού

Οπληθωρισµός ξεκινά πολύ σύντοµα µετά τηΜεγάλη ΄Εκρηξη (t ∼ 10−36sec).
Η διαστολή ακολουθεί το µοντέλο deSitter µε H ∼ σταθ = HI και a(t) =
aIe

HI(t−tI) όπου ο δείκτης I υποδηλώνει την έναρξη του πληθωρισµού. ΄Εστω
ότι το Σύµπαν ϐγαίνει από την περίοδο του πληθωρισµού τη στιγµή tF . Ο
παράγοντας κλίµακας ϑα είναι τότε :

a(tF ) = aIe
HI(tI−tF ) = aIe

N (196)

λέµε λοιπόν πως ο πληθωρισµός διήρκεσε N αυξήσεις (e-foldings). Για να
επιλυθούν τα προβλήµατα που αναφέραµε, χρειάζονται τουλάχιστον 60 e-
foldings.

Ο πληθωρισµός µπορεί να περιγραφεί µε τη ϐοήθεια ενός ϐαθµωτού πε-
δίου όπως αναλύθηκε στο κεφάλαιο 8. Ο παράγοντας καταστατικής εξίσωσης
είναι wφ ' −1 οπότε από την (187):

φ̇2

2
� V (φ) (197)

Pφ ≈ −V (φ) (198)
ρφ ≈ V (φ) (199)

Για τη ϕύση του πληθωριστικού πεδίου υιοθετούµε συνήθως το σενάριο της
αργής κύλισης (Slow-roll approximation), στα πλαίσια του οποίου το δυ-
ναµικό είναι αρκετά ’επίπεδο’ ώστε να ϑεωρήσουµε ότι η τιµή του πεδίου
µεταβάλλεται πολύ αργά. ΄Αρα µπορούµε να ϑεωρήσουµε αµεληταίο τον όρο
φ̇ συγκρινόµενο µε το δυναµικό, όπως και την επιτάχυνση του πεδίου φ̈.

Από την πρώτη εξίσωση Friedmann (51) και την (186), για V (φ) � φ̇2

παίρνουµε:
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H2 =
8πG

3
ρφ

H2 =
8πG

3

(
φ̇2

2
+ V (φ)

)
H2 ≈ 8πG

3
V (φ) (200)

ενώ µε τις ίδιες συνθήκες η εξίσωση Klein Gordon (188):

3Hφ̇ ≈ −dV
dφ

(201)

Συνδυάζοντας τις δύο εξισώσεις παίρνουµε επίσης
(
dV
dφ

)2

� 9H2V (φ). Από
τη δεύτερη εξίσωση Friedmann (53) έχουµε:

ä

a
= −4πG

3
(ρφ + 3Pφ) (202)

Ḣ +H2 = −4πG

3
(ρφ + 3Pφ) (203)

Ḣ = −4πG(ρφ + Pφ) (204)

Ḣ = −4πG

(
φ̇2

2
+ V (φ) +

φ̇2

2
− V (φ)

)
Ḣ2 = −4πGφ̇2 (205)

Επιστρέφοντας πάλι στην εξίσωση (51) παίρνουµε:

H2 =
8πG

3

(
φ̇2

2
+ V (φ)

)

V (φ) =
3H2

8πG

(
1 +

Ḣ

3H2

)
(206)

11.4 Λύση στο πρόβληµα επιπεδότητας

Ας υποθέσουµε ότι το Σύµπαν προ της πληθωριστικής περιόδου (a = aI )
είχε µη µηδενική καµπυλότητα, µε ΩK(aI) ∝ a2

I . Ας υποθέσουµε επίσης
πως ο πληθωρισµός διήρκεσε N e-foldings. Μετά το τέλος του πληθωρισµού
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(a = aF ) ο παράγοντας κλίµακας της καµπυλότητας ϑα είναι ΩK(aF ) ∝ a2
F . Η

σταθερά αναλογίας και στις δύο περιπτώσεις είναι ίδια καθώς η παράµετρος
H = HI είναι σταθερή κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού. ΄Αρα λοιπόν µετά
το τέλος της πληθωριστικής περιόδου:

ΩK(aF ) =
a2
I

a2
F

ΩK(aI)

ΩK(aF ) = e−2NΩK(aI) (207)

Κατά συνέπεια, οποιαδήποτε αρχική καµπυλότητα, λόγω της ταχύτατης
διαστολής, εξοµαλύνεται.

11.5 Λύση στο πρόβληµα του ορίζοντα

Πριν τον πληθωρισµό το Σύµπαν κυριαρχείται από ακτινοβολία. Υπο-
ϑέτουµε πως ο πληθωρισµός ξεκινά τη στιγµή tI = 10−36sec. Ο ορίζοντας
γεγονότων τότε ϑα είναι :

dH,I = caI

∫ tI

0

dt

aI

(
tI
t

)1/2

= 2ctI ' 6 · 10−26cm

Στο τέλος του πληθωρισµού (t = tF ) ο ορίζοντας ϑα έχει διάσταση:

dH,F = caF

∫ tF

0

dt

a(t)

dH,F = caF

[∫ tI

0

dt

a(t)
+

∫ tF

tI

dt

a(t)

]
dH,F = caF

[∫ tI

0

dt

aI

√
tI
t

+

∫ tF

tI

dt

aI exp[HI(t− tI)]

]
dH,F = ceN [2tI −H−1

I exp[−HI(t− tI)]t=tFt=tI
]

dH,F = ceN [2tI − (eNHI)
−1 +H−1

I ]

Επειδή υποθέτουµε µεγάλο αριθµό αναδιπλώσεων, ο µεσαίος όρος είναι
αµεληταίος, ενώ H−1

I ≈ tI οπότε τελικά:

dH,F ≈ 3ceN tI (208)

Για περίπου N = 60 e-foldings, ο ορίζοντας παίρνει τιµή dH,F ∼ 10.3cm
Κατά συνέπεια, περιοχές που ϐρίσκονταν αρχικά σε επαφή, αποµακρύνο-

νται τόσο απότοµα που πλέον δεν ϐρίσκονται η µία εντός του ορίζοντα της
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άλλης. Ο πληθωρισµός λοιπόν δίνει µια µακροσκοπική διάσταση του Σύµπα-
ντος, τα χαρακτηριστικά του οποίου κληρονοµούνται από τη Μεγάλη ΄Εκρηξη.

11.6 Το πρόβληµα της έλλειψης µαγνητικών µονοπόλων
και η λύση του

Κατά τη διάρκεια της εποχής των µεγαλοενοποιηµένων ϑεωριών, προ-
ϐλέπεται η δηµιουργία µαγνητικών µονοπόλων, τα οποία οφείλουν να είναι
αρκετά σταθερά ώστε να παρατηρηθούν σήµερα. Πού είναι λοιπόν αυτά τα
µαγνητικά µονόπολα ;

Τα µονόπολα ϑα ακολουθούν το νόµο ρMON ∝ a−3. Ακολουθώντας την
ίδια πορεία όπως και στο πρόβληµα επιπεδότητας, ϐρίσκουµε:

ρMON(aF ) =

(
aF
aI

)−3

= e−3N

Οπότε ϐλέπουµε πως οποιαδήποτε αρχική πυκνότητα αραιώνεται σε ϐαθµό
που να εξηγεί τη ϕαινοµενική έλλειψη µονοπόλων.

11.7 Πληθωρισµός και αρχικές κβαντικές διαταραχές

Ο πληθωρισµός δηµιουργεί αρχικές κβαντικές διαταραχές, οι οποίες µετά
το τέλος του αρχίζουν να εξελίσσονται δηµιουργώντας τις παρατηρούµενες
κοσµικές δοµές σήµερα.

Εισάγουµε µια µικρή διαταραχή στο οµογενές πεδίο φ τέτοια ώστε :

φ( #»x , t) = φ̃(t) + δφ( #»x , t) (209)

Η διάσταση του πεδίου είναι [φ] = {µήκος}−1 = {µήκος}−1 όπως και
του [H]. Θεωρούµε ότι η διαταραχή είναι της τάξης δφ ∼ H. Το ϕάσµα των
διαταραχών (Perturbation Power Spectrum) είναι :

Pδφ(k) =
1

(2π)3
< δφ2 > (210)

Το ϕάσµα των διαταραχών ακολουθεί ένα νόµο δύναµης:

P (k) ∝ kn (211)

όπου ο δείκτης n λέγεται δείκτης του ϕάσµατος (specral index). Τα περισ-
σότερα πληθωριστικά σενάρια έχουν n ' 1. Το ϕάσµα P (k) ∝ k δηλαδή
n = 1 είναι γνωστό ως ϕάσµα Harrison Zel’dovich. Από τους δορυφόρους
WMAP και Planck έχει µετρηθεί n ' 0.97 και n ' 0.967± 0.007.
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12 Κοσµική Ακτινοβολία Υποβάθρου - Cosmic
Microwave Background (CMB)

΄Οπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 10.5, η περίοδος της πυρηνοσύνθεσης
δηµιουργεί µία µεγάλη ποσότητα ϕωτονίων τα οποία αλληλεπιδρούν στενά µε
την ύλη. Καθώς το Σύµπαν διαστέλλεται και ψύχεται, τα ϕωτόνια αποδεσµε-
ύονται από το πλάσµα και δηµιουργούν την ακτινοβολία υποβάθρου - Cosmic
Microwave Background (CMB). Η ακτινοβολία υποβάθρου είναι ακτινοβολία
µέλανος σώµατος και άρα υπακούει το νόµο του Planck:

Iν =
hν3

c2

exp
(

hν
kBT

)
− 1

(212)

Στην περίοδο που µελετάµε (πρώιµο Σύµπαν), κυριαρχεί η ακτινοβολία, η
οποία ακολουθεί το νόµο ρr(a) ∝ a−4. Από το νόµο Stefan - Boltzmann,
ρr ∝ σT 4. Κατά συνέπεια, συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις ϐρίσκουµε:

T ∝ 1

a(t)
(213)

T ∝ (1 + z) (214)

Τα ¨αρχέγονα¨ ϕωτόνια του CMB, υπακούν το νόµο (139) µέχρι σήµερα.
Από µετρήσεις είναι γνωστή η ϑερµοκρασία του ϕάσµατος του υποβάθρου:
T = 2.73K. ΄Αρα για z = 0 η σχέση (214) γράφεται :

T (z) = 2.73(1 + z) (215)

Για αυτή τη ϑερµοκρασία, από την κατανοµή Planck µπορούµε να υπο-
λογίσουµε πως υπάρχουν περίπου 413 ϕωτόνια ανα cm3. Το CMB είναι από
τα ισχυρότερα εργαλεία της κοσµολογίας καθώς απεικονίζει το Σύµπαν στο
πολύ πρώιµο στάδιο της εποχής επανασύνδεσης.

Πειραµατικά η ακτινοβολία υποβάθρου ανακαλύφθηκε τυχαία από τους
Wilson και Penzias (ϐραβείο Nobel Φυσικής 1978) το 1964, ενώ η ϑερητική
της πρόβλεψη είχε συµβεί την προηγούµενη δεκαετία ως ϕυσικό επακόλουθο
των σχετικιστικών ϑεωριών.

Η ακτινοβολία υποβάθρου είναι εξαιρετικά οµογενής. Αυτό είναι ένα χα-
ϱακτηριστικό που υποδηλώνει πως τα ϕωτόνια από τις διαφορετικές µεριές
του ουρανού ήταν στο παρελθόν σε ϑερµική ισορροπία, ένα ϕαινόµενο που
δηµιουργεί το πρόβληµα του ορίζοντα (κεφάλαιο 11). Ωστόσο οι σύγχρονες
έρευνες δείχνουν ότι υπάρχουν µικρές αποκλίσεις από την οµοιογένεια, της
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τάξης του δT
T
∼ 10−5, δηλαδή η ϑερµοκρασία του CMB έχει µικρές αποκλίσεις

από τη µετρούµενη τιµή T (θ, φ) = T0 + δT (θφ).
Ως γνωστόν η πυκνότητα της ακτινοβολίας ϕθίνει ως a−4, ενώ η πυκνότητα

της ύλης ως a−3. Σε συνδυασµό µε τη σχέση (213), γράφουµε:

ρm ∝ T 3

δρm
ρm
≈ 3

δT

T

ρr ∝ T 4

δρr
ρr
≈ 4

δT

T

για τις διαταραχές στην πυκνότητα της ύλης και της ακτινοβολίας δηλαδή,
ισχύει :

δρm
ρm

=
3

4

δρr
ρr

(216)

Κοσµική Ακτινοβολία Νετρίνων

Εκτός από την κοσµική ακτινοβολία υποβάθρου, κατά την πυρηνοσύνθε-
ση παράγεται η ακτινοβολία νετρίνων. Τα νετρίνα κατά την παραγωγή τους
είναι πολύ ϑερµά και αλληλεπιδρούν µε την ύλη µόνο µέσω της ασθενούς
αλληλεπίδρασης. Ωστόσο, καθώς το σύµπαν ψύχεται, ο ϱυθµός της αλληλε-
πίδρασης µειώνεται ταχύτατα και τα νετρίνα αποδεσµεύονται από το πλάσµα
πολύ πιο σύντοµα από τα ϕωτόνια δηµιουργώντας την κοσµική ακτινοβολία
νετρίνων CνB. Τα νετρίνα διασχίζουν το Σύµπαν ελεύθερα από την εποχή της
αποδέσµευσής τους, ενώ η ϑερµοκρασία τους ακολουθεί αυτή των ϕωτονίων
ως :

Tν =

[
4

11

]1/3

Tγ (217)

Τα νετρίνα έχουν µη µηδενική µάζα και συνεπώς τη σηµερινή εποχή συ-
µπεριφέρονται ως ψυχρή ύλη, παρ΄όλο που αρχικά συµπεριφέρονταν ως α-
κτινοβολία. Ωστόσο, εξαιτίας της µικρής τους µάζας, η συνεισφορά τους στη
συνολική πυκνότητα της ύλης είναι αµεληταία : Ων ∼ 10−5. Η ανίχνευση των
πρώιµων νετρίνων είναι εξαιρετικά δύσκολη λόγω της πολύ χαµηλής ϑερµο-
κρασίας τους.
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